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1. Curso

La pagina incial del curso es:
http://www.ei.uvigo.es/~formella/doc/tc05

Estos apuntes se acompafan con ilustraciones en pizarra donde se explica las notaciones y el
funcionamiento de los algoritmos.

El texto es meramente una brevisima introduccion (5 horas) a la teoria de grafos donde se pincela
ciertos aspectos mas bien para motivar y despertar interés por este campo fascinante de la Teoria
de Grafos.


http://www.ei.uvigo.es/~{}formella
http://www.ei.uvigo.es/~formella/doc/tc05
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caminos mas cortos:busca o desarrolla un algoritmo que enumera todos los caminos mas cor-
tos que una variable de entraklgue existen entre dos vértices en un grafo plano.

camino de peso minimo:busca o desarrolla un algoritmo que calcule el camino de peso minimo
entre dos veértices en un grafo ponderado, si se permite ciclos de pesos negativos, pero se
pone como restriccidon adicional que ninguna arista se recorre mas de una vez (pero si se
puede visitar un vértice mas de una vez).

Motivacion
Grafos de forma intuitiva se encuentran por ejemplo en las siguientes situaciones:

= planos o mapas de carreteras o calles

= redes de flujos (datos, liquidos)

= redes de transportes urbanos

= conexiones quimicas entre atomos de una molécula

= relaciones de vecinidad en un mapamundi

= relaciones de interferencia entre antenas en un sistema de comunicacion inalambrica

= |os enlaces entre documentos en el Internet
Es decir, un grafo es eloncepto abstractaletras de la representacion de relaciones (aristas)
entre entidades (veértices).
Problemas que se quiere resolver:

= Dado un traje completo para vestirse con el fin de ir a una boda en Galicia en invierno, es
decir, llueve, ¢ En qué orden hay que ponerse las cosas?
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= Dado una fiesta con igual niumero de chicas y chicos, ¢ Cuales son las condiciones para que
sea posible organizar un baile de todos (en parejas chica—chico)?

= Dado una descripcion de las interconexiones de un circuito electronico, ¢ Como posicionar
los chips con sus interconexiones en una placa?

= Dado un conjunto de casas por proteger de fuego, ¢ Dénde posicionar los bomberos dispo-
nibles para minimizar su radio de accion?

4. Nociones basicas

Las notaciones que se suelen usar en la teoria de grafos son muy intuitivas y se basan ya casi
siempre en la nomen clatura inglesa. Se aprovecha de interpretaciones sencillas y expresivas de
los simbolos disponibles desde otras ramas de la matematica.

Notaciones
1% conjunto de vértices o nodos (0 a veces, puntos)
V] conjunto de todos los subconjuntosidele tamario
ECV]? conjunto de aristas
veV vértice
e={z,y} € F arista
{z,y} <=2y xy es arista
G=(V,E) grafo
V(G) vertices del grafd
E(G) aristas del grafd-

veG <= veV(G) wvesveértice del grafe/
e € G:<= e € E(G) eesaristadel graféf

V| =:n namero de vértices
V| =|V(G)|=1|G| notaciones equivalentes
|E| =:m numero de aristas

|E| = |E(G)| = ||G|| notaciones equivalentes
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Notaciones

E(X,Y)

E(v) == E(v, V\ {v})

d(v)

Notaciones

Vocabulario:

vecino

vecina

completo
particion

Notaciones

N(v)
= |E(v)| = [N (v)]
da(v)
o(G)
A(G)
e(G) = |E|/|V]

G\e
G\ v
G\ E
G\V'
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conjunto deX —Y -aristas

conjunto de aristas incidentes a

conjunto de vértices adyacentes,aecinos
grado del vértice

grado del vértice € G

grado minima de los vértices éh

grado méxima de los vértices éh

grado medio de los vértices éh

grafo(V, E'\ {e})
grafo(V '\ {v}, E\ E(v))
grafo(V,E \ E’)
grafo(V\ V', E\ E(V"))

v es vecino dev, sivw € E(v),

es decir, sb y w son adyacentes

eesvecinadg,sienf #0

es decire y f son incidentes al mismo vértice
independiente vértices (o0 aristas) no adyacentes son independientes;
un conjunto de vértices (o aristas) que mutuamente son
independientes es un conjunto independiente

un grafo es completo, si todos sus vértices son vecinos
el conjunto de conjuntddy, ..., V.1 } s una particion d¥,

SiV=U; Vi, Vi£ 0 yYi#£j:ViNV; =0

a(G) cardinalidad del conjunto de vértices independientes més grande detfrafo
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Es decir, en la mayoria de los casos se entiende como grafo solamente el caso en el cual existe
como mucho una arista (o arista dirigida) entre dos vertices diferentes.

Representacion

Se puede visualizar un grafo pintando sus vértices como puntos y sus aristas como lineas entre
los puntos correspondientes.

¢,Cuadles son las operaciones que se quieren realizar con un grafo (y sus componentes)?

Se puede almacenar un grafo con tres métodos basicos:

= una matriz de adyacencia

e matriz cuatrada, y en el caso simple, binaria (y simétrica si no es digrafo) que codifica
si existe una arista entre dos vértices

e complejidad de memori@(n?)
= listas de adyacencia

e lista 0 array de vértices que contiene en cada entrada una lista de los vértices adya-
centes

e complejidad de memori@(n + m)
= tablas de dispersion

e lista 0 array de vértices que contiene en cada entrada una tabla de dispersion de los
vértices adyacentes

e complejidad de memori@(n + m)

¢,Cuadles son las principales ventajas y desventajas de cada uno de los métodos?
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(es decir, sic ey son vecinos el, lo son tambiénp(z) y ¢(y) enG’), entoncess es isomorfo
aG’, G ~ G' otambiénG = G, es decir, se dicel grafoG.

Una funcion f sobre grafos corf(G) = f(G') si G ~ G’ se llama invariante. Por ejemplo,
invariantes son:

n

=m

= ¢hay otras?
No se conoce ninguna invariante sobre grafos que se puede calcular en tiempo polinomial (y

determinista) que decida que dos grafos son isomorfos, pero tampoco se ha comprobado hasta
hoy que el problema de isomorfismo entre grafos/$séa-completo.

Recordamos que signifigd P—completo:

Un problema pertence a la clase de problemd@s-completo, si existe una maquina de Turing
no—determinista que resuelve el problema en tiempo polinomial respecto a la longitud de entrada
y si todos los demas problemas dentro de la clase como mucho son mas faciles.

Entonces sabemos sobre problemyas—completos:

= Existe un algoritmo para su solucion.

= Si alguien nos da una solucion podemos comprobar en tiempo polinomial que de verdad
es una solucion.

= Si conocemos un algoritmo polinomial para un proble¥a—completo sabemos implici-
tamente algoritmos para todos los problemas de la clase cuyos tiempos de célculo siguen
siendo polinomial.

= Siempre se puede usar busqueda exhaustiva para resolver el problema de forma determi-
nista (con tiempo de ejecucién exponencial).

1 2 nrontinta Ao avictancia Ao alanritmne nalinamialace v Aotarminictace nara nronRrAP1 A
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7. Grafos parciales y subgrafos

SeanG = (V,E)y G’ = (V', E’) dos grafos.
Notaciones

GUG = (VUV/,EUE'") union de grafos
GNG := VNV ENE) interseccion de grafos

Vocabulario:

grafo parcial G’ es grafo parcialdé/, V' CVyE CFE
subgrafo G' es subgrafo d&/, siG' NG = G/,
es decir(’ es un grafo parcial dé que contiene todas
las aristas dé: cuyos vértices incidentes estanléh
inducido sivV’ C V, elgrafo(V', E(V', V")) es el subgrafd:" de G inducido porV”

Notaciones
G' C G @G’ esgrafo parcial dé&
G[V']  subgrafo d& sobreV” asumiendd” C V
G|G']  subgrafo de&~ sobreV/ (G’) asumiendd’ C GG
Vocabulario:

r-partido un grafo es-partido, si existe una particion dé
enr conjuntos independientes
bipartido 2-partido

8. Grafos especiales
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longitud namero de aristas de un camino o ciclo

ciclico un grafo que contiene un ciclo es ciclico

aciclico un grafo que no contiene ningun ciclo es aciclico
cintura un ciclo minimo que un grafo contiene

circumferencia ciclo maximo que un grafo contiene

Notaciones

g(G) longitud de la cintura dé&/, (9(G) = oo si G aciclico)
D(G) longitud de la circumferencia d& (D(G) = 0 si GG aciclico)

grafos bipartidos3
grafos bipartidos completds™ "2
hipercubog)*

Propiedades (con excepciones p@fay Q1):

n=|V]|=2"

k-regular

bipartidos (¢, Como particionar?)
9(Q%) =4

D(Q*) = 2k (¢ Cual es un ciclo maximo?)

9. Conexion

Vocabulario:

b b o~ o~ o~ o~ B o o o~ e o~ b o~ o~ - R [ R <. S [P
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La distancia define una métrica, es decir,

1. d(v,w)>0
2. dv,w)=0<=v=w
3. dv,w) =d(w,v)
4. d(u,w) < d(u,v) + d(v,w)
Vocabulario:
conexo vy w SON conexos, si(v, w) < oo;
(G es conexo, si todas las parejas € VV son conexas
disconexo G es disconexo si no es conexo
puente arista € GG es una puente; conexo, tal qué \ e es disconexo

vértice de corte vertice € GG, G conexo, tal qué&- \ v es disconexo

Notaciones

Vocabulario:

namero de componentes conexastle

cardinalidad minima de un subconjunto de vértice&/de
tal queG \ V sea disconexo

cardinalidad minima de un subconjunto de arista&'de
tal queG \ E sea disconexo

k-conexo G esk-conexo, sk(G) > k
biconexo 2-conexo

k-aristoconexo G esk-aristoconexo, sS\(G) > k
bloque subgrafo maximo biconexo
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Teorema

las siguientes propiedades son equivalentes:

= (G esun arbol

entre cada pareja de vértices existe un camino unico

cada arista es un puente

G es aciclicoyn =m — 1

G esconexoyn =m — 1

G es aciclico y maximal ef¥|

G es conexo y minimal ef¥|

Vocabulario:
arbol con raiz un arbol con un vértice marcado como raiz
arbol libre un arbol sin marca en ningun vértice
arbol generador T es arbol generador de un grafo
SiITCGyV(T)=V(G)
Teorema

cada grafd~ contiene un bosque generador, ¥-ses conexo, contiene un arbol generador (cuya
raiz puede ser cualquier vértice)

11. Recorridos

Vocabulario:
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12. Teoremas

Teorema(Euler):

>, d(v) =2m

Teorema

cada grafo tiene un nimero par de vértices con grado impar
Teorema

cada grafd contiene un camin® con||P|| > §(G), y cada grafd> cond(G) > 2 contiene un
ciclo C con|C| > §(G)

Teorema
siG notrivial: kK(G) < A(G) < 6(G)
Teorema

cada grafds con|E| > 1 contiene un subgrafff cond(H) > e(H) > ¢(G)

Teorema

G es bipartido con,| # |Vi| — G no es hamiltoniano
Teorema

Vo,we Viow ¢ E : d(v) +d(w) >n = G es hamiltoniano
Teorema

G es hamiltoniano = VS CV:ce(G\S)<|S|
Teorema

decidir si un grafd= es hamiltoniano e/ P-completo
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¢Algoritmo que calcule un recorrido euleriano?

Teorema
G k-conexo — |E| > [kn/2]
Teorema(Whitney):

G es 2-conexo|(G| > 2) — Yo, w € VIvPw, vQuw : PNQ =0

Es decir, existen dos caminos que no se intersecan entre todas las posibles parejas de vértices en
G.

Teorema(Mader):

cada grafds cone(G) > 4k contiene un grafé-conexo como grafo parcial

13. Algoritmos basicos

Algoritmo:
Exploracion en profundidad (otros dicen recorrido en profundidad, o depth first search, DFS)

Con el algoritmo DFS se obtiene un arbol con rAiy aristas de retroceso no pertenecientes a
T'. El algoritmo sirve entre otras cosas:

determinar componentes conexas

detectar puentes

detectar vértices de corte

detectar bloques

ordenacion topoldgica
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v es vertice de corte  <— no existe una arista de retroceso desde el subarbol debajo de
v hacia un antecesor deenT’

DFS tiene complejida®(n + m) (asumiendo listas de adyacencias, ¢y con los deméas?)
Algoritmo :

Exploracién en anchura (otros dicen recorrido en anchura, o breadth first search, BFS)

Con el algoritmo de BFS se obtiene un arbol con fgiaristas de retroceso no pertenecientes a
T,y aristas de cruce. El algoritmo sirve entre otras cosas:

= determinar caminos lo mas cortos entre vertices

= ordenacion topoldgica

BFS tiene complejida®(n + m) (asumiendo listas de adyacencias, ¢y con los demas?)

14. Grafos dirigidos

SeaG un grafo yG un grafo dirigido (digrafo).

Vocabulario:
fuertemente conexo G es fuertemente conexo, si existe un recorrido
entre cada pareja de vértices@e
orientable G es orientable, si existe un grafo~ G

que es fuertemente conexo
componente fuertemente conexa conjunto maximo de vérticés de
cuyo subgrafo inducido es fuertemente conexo

Notaciones

1 /.\ ~NrardA Antranta
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(¢ Qué se entiende bajo una orientacion 6ptima? Depende: minimizar el promedio de las distan-
cias, minimizar el maximo de las distancias, minimizar el maximo de las diferencias entre las
distancias el y en( correspondientes.)

Se puede explorar también un digrafo en anchura (BFS) o en profundidad (DFS). A parte de las
aristas del arbol y las aristas de retroceso, DFS produce aristas de progreso y aristas de cruce.

DFS se usa para producir una ordenacion topoldgica de un digrafo aciclico, es decir, en el orden
aparece un vertice antes de un vértice, si existe un camino desdea w.

DFS se usa para determinar los componentes fuertemente conexos.
¢Algoritmo que calcule los componentes fuertemente conexos?

se puede seguir también recorridos eulerianos:

Teorema

G eseuleriano < G es conexo Yo € V : d;(v) = d,(v)

¢Algoritmo que calcule un camino euleriano en un digrafo?

15. Grafos ponderados

Notaciones
(G, W) grafo ponderado coW : E(G) — IR*
w(Q) peso de grafés, w(G) = X .cq w(e)
w(P) peso de camin®, w(P) =Y e € Pw(e)
d(v,w) distancia entre dos vérticev, w) = minp{w(vPw)}

dt(v) = ¥, d(v,w) distancia total de un vértice

siw(e) = 1Ve € E se reproduce la distancia de arriba

Notacionec
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por los vértices con excentricidad minima
mediana la mediana del grafbes el subgrafo d& inducido
por los vértices con distancia total minima

Teorema

G conexo = rad(G) < diam(G) < 2 -rad(G)
Teorema

Todo grafo es centro de un grafo.

Teorema

El centro de un arbol consiste en uno o dos vértices.

¢Algoritmo que calcule el centro de un arbol?

16. Arboles generadores y caminos minimos

dado un grafa? (o un digrafoG) ponderado

preguntas interesantes:

= ¢ Cual es un bosque generador con peso minint@?en
= dado un vertice € G, ¢ Cuéles son los caminos minimos hacia los demas vértices?

= ¢ Cuales con los caminos minimos entre todas las parejas de veértices?

Hacia cada vértice € (G existe un camino desdecon distancia minima.

Las distancias a todos los vértices en uno de estos caminos a su vez son caminos minimos.

Ci1 7 Ac ~A~rANRAVA ocn Nniiadoa A~anctrinr 11im Arkhal AAan ¥ a™= 7 Fr1ia Aatarrmmina +tAadAce lAaece AsmMminAc
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Algoritmo de DJKSTRA, complejidadO(n?)

El algoritmo funciona igual con grafos como con digrafos.

¢ Se puede permitir pesos negativos?

pueden existir ciclos negativos, es decir, ciclos con pesos negativos

¢Algoritmo que calcule un arbol minimo desde un vértiea G si G contiene pesos hegativos?
Algoritmo de BELLMANN —FORD, complejidadO(mn)

El Algoritmo detecta la existencia de ciclos negativos en que caso termina sin solucion.

¢Algoritmo que calcule los caminos minimos entre todas las parejas de vértices incluyendo el
caso de pesos negativos?

Algoritmo de ALOYD—WARSHALL, complejidadO(n?)
El algoritmo detecta la existencia de ciclos negativos en que caso termina sin solucion.
Mejoras:

si se tiene mas informacion sobre los grafos y sus pesos se puede mejorar los algoritmos:

= Silos pesos estan confinados por una consfante

= si el nimero de aristas esté confinado pap(n logn):

Minores y Extremalidad

contraccion de arista
minor

minor topoldgico
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18. Planaridad

Vocabulario:
planar un grafo es planar cuando se puede pintar sus vértices y sus aristas
en un plano de tal manera que ninguna pareja de aristas se interseca
region una regiéon es un area del plano donde se ha pintado un

grafo planar que esté confinado por aristas
grafo triangular un grafo es triangular, si en su representacion planar
en el plano toda region esta confinada por tres aristas del grafo

Teorema(Euler):

G planary conexocon < 1,myl = n—m-+1[l=2
Teorema

G planar com > 3 — m<3n—6

Teorema

G maximal planar si es un grafo triangular (y contiéne— 6 aristas)
Teorema (Kuratowski):

G esplanar <= no contiene urk® o un K3 como minor (o minor topolégico)

19. Coloracion

= Coloracién de vértices
= Coloracioén de aristas

= Coloracion de grafos planos
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x(G) numero minimo de colores que se necesita para
colorar los vértices de un grafo

X' (G) numero minimo de colores que se necesita para
colorar las aristas de un grafo

Teorema(Brooks):
GconexoG # CIMPATy ¢ £ gk —  \(G) < A(G)
Teorema(Koenig):

G bipartido — X'(G) = A(G)

20. Flujos

1. Flujosyredes
2. Flujosy cortes

3. Flujosy coloracion

Vocabulario:

viable f(e) < w(e), es decir, el flujo es como mucho igual a la capacidad
conservante Y-, fin(e) = 3, fou(€), €S decir, tanto como entra sale de un nodo
(claro, excepto para fuente y afluente).

Teorema(Ford-Fulkerson):
Maximo flujo es igual a minimo corte.

Algoritmo de FORD—FULKERSON, complejidad) ('« m) siendoF’ el maximo flujo (asumiendo
enteros como capacidades).
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21. Emparejamientos

Vocabulario:
emparejamiento M C EyVe, f € M :eU f = (), es decir,
pares de aristas no tienen vértices en comudn
perfecto M cubre todos los vértices de
M -alternado un camino e alternando con arista de
M-aumento camind/-alternado que se puede aumentar
Teorema(Berge):
emparejamientd/ es maximo - — G no contiene camino/-aumento

Teorema(Hall), teorema del matrimonio:

SeaG = (U UV, E) un grafo bipartidoG tiene un emparejamiento completo (p&ara
VS CU:|N(S)| > |S|, siendoN(S) conjunto de vecinos d§.

22. Aplicaciones

Planificaciéon
Disefo de circuitos
Juegos
Optimizacién

Teoria de Codificacion

o g ~ w bhoE

Visualizacién

Recorrido éptimo: por ejemplo algoritmo d®HONDS—JOHNSON (1973)

19

—



Departamento de Informatica January 26, 2006 20

arbol tree

arbol generador spanning tree
arista de cruce cross edge

arista de progreso forward edge
arista de retroceso back edge

arista edge

articulacion articulation
bosque forest

camino path

cintura girth

conexo connected

dirigido directed
emparejamiento matching
exploracién en anchura breadth first search
exploracién en profundidad depth first search
flujo flow

fuertemente conexo strongly connected
grado degree

peso weight

ponderado weighted

puente bridge

recorrido walk

vecino neighbor

vértice de corte cutvertex

Inglés—Espafiol (que no son triviales):

articulation articulacion

back edge arista de retroceso
breadth first search exploracién en anchura
bridge puente

connected conexo

cross edge arista de cruce
cutvertex vértice de corte

PN D P
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neighbor vecino
path camino
spanning tree arbol generador
strongly connected fuertemente conexo
tree arbol
walk recorrido
weighted ponderado
weight peso
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