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1. Curso

Asignaturas vecinas: todo sobre Programación, Álgebra
Prerrequisitos: ningunos, excepto conceptos matemáticos básicos
Evaluación: 70 % con un examen escrito al final del curso, teoría y 30 %

de las prácticas
Créditos: 6 (4.5 teoría, 1.5 prácticas)
Bibliografía: miraBibliografía

2. Sobre este documento

Este documento es un servicio adicional del profesor para los estudiantes. Se recuerda que la
asignatura es presencial. Observa los siguientes comentarios importantes:

Los apuntes

no necesariamente están completos.El contenido de la asignatura se define por lo que se
expone durante las clases presenciales.

no necesariamente son correctos.Intento lo mejor. Sobre todo siempre existe la posibili-
dad que haya fallos ortográficos o de redacción. Además, como en todos los campos de la
informática, lo correcto no es lo que diga el profesor,lo correcto es, lo que es correcto.

no necesariamente siguen el orden de las clases presenciales.Es posible que el orden
de los apartados no es exactamente igual que el orden presentado en clases.

contienen apartados que no se han dado en todos los cursos.Siendo clases presenciales,
los estudiantes ya sabrán distinguir.

todavía están sin gráficos.

Los apuntes se han escrito sin el uso de una enumeración explícita de las definiciones, lemas, y
teoremas, como se suele usar en tal contexto. Se anima al lector que estructure su ‘novela indi-
vidual’ con notas en los márgenes para enumerar las definiciones, lemas, y teoremas y relacionar
así de mejor manera las diferentes partes.
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2.1. Versiones y lista de correcciones

A parte de algunas correcciones de ortografía se ha realizado las siguientes cambios de versión
en versión:

Version 2

• (Sección4.6) mejorado la precisión de la observación

• (Sección8) Si δ(q, σ) = p es una transición del AFD, conq ∈ Q, p ∈ F y σ ∈ Σ,
entonces añadimos aP la producciónq −→ σ.

• (Sección8) Entonces el sistema de produccionesP de la gramática será:

P = {q0 −→ aq0|a|bq1|b|cq2|c|ε, q1 −→ bq1|b|cq2|c, q2 −→ cq2|c}

• (Sección10.1) Si el lenguaje de partidaL contiene la palabra vacía (ε ∈ L) entonces
se detecta en el pasa 4 que el símbolo inicial pertenece aE (o incluso aEε), en este
caso eliminamos con un nuevo símbolo, por ejemplo$′, la aparencia de$ en los lados
derechos y añadimos la regla$ −→ ε. Tal gramática sigue estando en forma normal
de Chomsky y generaL.

• (Sección10.2) Obviamente cualquier gramática en forma normal de Greibach es una
gramática libre de contexto que se verifica directamente analizando la forma de pro-
ducciones permitidas.

3. Introducción

¿Porqué es importante la teoría de lenguajes formales y autómatas?

Bueno, aclaramos primero un poco las palabras usadas...

¿Qué es un lenguaje formal?

Conocemos lenguajes naturales...

español, alemán, inglés, chino, árabe...

cuando nacemos no sabemos ninguno

se puede aprender cualquier lenguaje (por lo menos si se ha nacido en un entorno adecua-
do)
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el lenguaje es una secuencia de fonemas o símbolos

• que forman sílabas, palabras, frases, párrafos, capítulos, novelas, libros, bibliotecas...

• que tiene una síntaxis (fonética o ortografía)

• que tiene una gramática (reglas de concatenación y construcción de palabras para
formar frases)

• (que tiene un estilo (forma de unir frases para generar textos))

Lenguajes formales serán meramente símbolos con una gramática formal para agruparlos.

¿Qué es un autómata?

dispositivos mecánicos o electrónicos o biológicos

• que en un punto de tiempo están en un estado

• que dado una razón (por ejemplo una señal de entrada) cambian de estado

ejemplos son: reloj mecánico o electrónico, máquina para lavar, todo un ordenador, ¿el
cerebro?

ya se han construido relojes biológicos con trozos de DNA artificial y síntesis de proteínas
que visualizan su cambio de estado con luz fluorescente

En el contexto de esta asignatura autómatas serán máquinas matemáticas con estados y funciones
de transición (donde se puede añadir entrada, salida, memoria interna modificable, etc.).

En los años 60 se descubrió:

Los conceptos de gramáticas (formales) y de los autómatas describen el mismo fenómeno

y están muy relacionados con los algoritmos

y de esta manera surgió la Teoría de Computabilidad y la Teoría de Complejidad, es de-
cir, la búsqueda de respuestas a las preguntas: ¿Qué es computable? y ¿Cuántos recursos
(memoria, espacio, tiempo, transiciones) se necesitan?

Es decir, la Teoría de los Lenguajes Formales (y de los Autómatas) permite responder a preguntas
escenciales de la Informática, por ejemplo:

Tesis de Church: Todo lo que es computable se puede calcular con una Máquina de Turing.

Existen problemas que no son computables.
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Sin TALF: no hay lenguajes, no hay compiladores, no hay programas, no hay nada.

Unos ejemplos:

favoritas

Con este “diagrama” podemos formar unas reglas para sustituir símbolos:

$ −→ AB A −→ esos A −→ ε B −→ CD
C −→ son D −→ EF E −→ GH G −→ mis
G −→ ε H −→ IJ I −→ clases J −→ favoritas
J −→ ε F −→ en informatica F −→ ε

donde usamosε para decir que no escribimos nada.

Con dichas reglas podemos ‘derivar’ diferentes frases, por ejemplo:

$ −→ AB

−→ esosB

−→ esosCD

−→ esos sonD

−→ esos sonEF

−→ esos sonGHF

−→ esos sonHF

−→ esos sonH

−→ esos sonIJ

−→ esos son clasesJ

−→ esos son clases

donde siempre hemos usado una regla adecuada para sustituir símbolos hasta llegar a tal punto
que ya no se puede aplicar ninguna regla más.

Y con pequeños arreglos podemos traducirlo al alemán:

$ −→ AB A −→ dies B −→ CD
C −→ sind D −→ EF E −→ GH G −→ meine
G −→ ε H −→ JI I −→ Vorlesungen J −→ liebsten
J −→ ε F −→ in Informatik F −→ ε

es decir, hemos quitado la reglaA −→ ε y hemos cambiado la regla deH −→ IJ aH −→ JI.

Otro ejemplo mas sencillo.

Usamos las reglas$ −→ ab$ y $ −→ ab para generar palabras del tipoab, abab, ababab ...
Podemos derivar una palabra:
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$ −→ ab$ −→ abab$ −→ ababab$ −→ ababab

siempre aplicando alguna de las reglas hasta tal punto que ya no se puede aplicar ninguna regla.

Construimos un autómata que acepta una palabra del tipo mencionado. Entendemos por aceptar
que el autómata llega a su estado final. Consumimos para cada transición de estado una letra de
la palabra. Podemos dibujar un autómata:

automata

donde el estado inicial (o de comienzo) está marcado con una flecha, el estado final está marcado
con un doble círculo. Las transiciones están visualizadas con arcos entre los estados que a su
vez están marcados con sus símbolos correspondientes. Si empezamos en el estado inicial, y si
leemos la palabra por aceptar desde la izquierda hacia la derecha, podemos saltar de estado a
estado siguiendo los arcos adecuados.

Observamos que llegamos solamente al estado final si la palabra por aceptar es una palabra válida
del lenguaje.

Vemos y veremos

que las gramáticas sirven para generar palabras (y con eso lenguajes) y

que los autómatas sirven para aceptar palabras (y con eso lenguajes).

Hacia el final del curso tendremos conocimientos sobre una jerarquía de lenguajes y las equiva-
lencias entre:

Lenguajes Tipo 3, Gramáticas Regulares y Autómatas Finitos,

Lenguajes Tipo 2, Gramáticas Libres de Contexto y Autómatas Finitos con Pila,

(Lenguajes Tipo 1, Gramáticas Sensitivos al Contexto y Autómatas Linealmente Acota-
dos),

Lenguajes Tipo 0, Gramáticas Generales y Máquinas de Turing.

4. Conceptos básicos
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4.1. Alfabetos

Un alfabetoes un conjunto finito no vacío de símbolos.

Σ1 = {0, 1}
Σ2 = {a, b}
Σ3 = {na, pa, bra, la}
Σ4 = {<HTML>,</HTML>,<BODY>,</BODY>, . . .}
Σ5 = {|}
Σ6 = {a, ab, aab}

Usamos meta–símbolos (tal como{, }, =, y la coma) para escribir sobre lo que hablamos.
Desde el contexto siempre será claro, si se trata de un símbolo del alfabeto o si se trata de
un meta–símbolo.

Usamos subíndices para distinguir diferentes alfabetos.

Usamos normalmente las minúsculas como alfabetoΣ = {a, . . . , z}, en los ejemplos nor-
malmente letras desde el principio del alfabeto.

Cardinalidad del alfabeto (número de elementos del alfabeto):|Σ| > 0, |Σ| < ∞

4.2. Palabras

Una secuencia finita de símbolos de un alfabeto es unapalabra sobre dicho alfabeto.

Σ1 : 0, 1, 00, 01, 11, 000, 1001101

Σ2 : a, aa, abb, ababa

Σ3 : napa, palabra

Σ6 : a, ab, aab, aaab, abab

Escribimos lapalabra vacía, es decir, la palabra que no contiene ningún símbolo, comoε.

Usamos normalmente letras minúsculas para anotar palabras, preferiblemente desde el fi-
nal del alfabeto.

El símboloε no pertenece a ningún alfabeto,ε /∈ Σ
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La longitud de una palabra sobre un alfabeto es el número de símbolos que contiene.

Σ1 : w = 0 =⇒ |w| = 1, w = 1001101 =⇒ |w| = 7

Σ2 : w = a =⇒ |w| = 1, w = ababa =⇒ |w| = 5

Σ3 : w = napa =⇒ |w| = 2, w = palabra =⇒ |w| = 3

Σ6 : w = ab =⇒ |w| = 2, w = aab =⇒ |w| = 1 o |w| = 2 ??

Dependiendo del alfabeto puede resultar difícil dividir una palabra en sus símbolos.

Si se puede dividir todas las palabras sobre un alfabeto solamente de una manera en sus
símbolos, se llama tal alfabeto libre.

Solemos usar solamente alfabetos libres.

|ε| = 0

El conjunto de todas las palabras que se pueden formar sobre un alfabetoΣ más la palabra vacía
se llama eluniversodel alfabetoW (Σ).

W (Σ) = {ε} ∪ {w | w es palabra sobreΣ}

Σ ⊂ W (Σ)

ε es palabra de cualquier universo,ε ∈ W (Σ).

La cardinalidad del universo es infinito (pero contable o enumerable, vemos más adelante
lo que significa).

Si el alfabeto es libre (o mejor decir, un generador libre), escribimosΣ∗ porW (Σ).

Podemosconcatenarpalabras, entonces seanw, v y u palabras enΣ∗.

w.v = wv, es decir, usamos el. como símbolo de concatenación, pero muchas veces
obviamos de él (igual como se suele hacer con el· de la multiplicación).

εw = w = wε, es decir,ε se comporta como el elemento neutro (o elemento de intentidad)
respecto a la concatenación.

|w.v| = |w|+ |v|
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w.v 6= v.w para cualquierw y v, por ejemplo:

w = abc v = dec wv = abcdec 6= decabc = vw

es decir, la concatenación no es conmutativa.

(w.v).u = w.(v.u) para cualquier palabrasw, v y u, por ejemplo:

w = abc v = dec u = fad

(wv)u = (abcdec)fad = abcdecfad = abc(decfad) = w(vu)

es decir, la concatenación es asociativa (usamos arriba las paréntesis como metasímbolos).

Con dichas propiedades la estructura algebraica(Σ∗, . ) forma un monoide libre (es decir,
un semigrupo con elemento de intentidad).

Si xy = w, llamamosx prefijo dew ey sufijo dew.

Porεw = w y wε = w, ε es por lo tanto prefijo y sufijo (trivial) de cualquier palabra, yw es
prefijo y sufijo trivial de si mismo. (Normalmente no consideramos estos casos triviales.)

Si x es prefijo dew entonces|x| ≤ |w|.

Si y es sufijo dew entonces|y| ≤ |w|.

Si x es prefijo dew, ey es sufijo dew y x = y, entoncesx = y = w, ¿es verdad?

Si concatenamos siempre la misma palabraw, obtenemospotenciasdew.

ww = w2, www = w3, w . . . w︸ ︷︷ ︸
i-veces

= wi, i ∈ IN = {0, 1, 2, · · ·}

w1 = w, w0 = ε

|wi| = i · |w|

|w0| = |ε| = 0 = 0 · |w| = |w0|

wm+n = wm.wn

|wm+n| = (m + n) · |w| = m · |w|+ n · |w| = |wm|+ |wn|

La reflexión de una palabraw (o la palabra reversa) anotamos comowR.

|w| = |wR|

ε = εR
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4.3. Lenguajes

Un lenguajees cualquier subconjunto del universo sobre algún alfabeto, es decir,L ⊂ W (Σ), o
tambiénL ⊂ Σ∗.

Ejemplo:

Lenguajes triviales

• L = ∅ es el lenguaje vacio (que no contiene ninguna palabra),|L| = 0

• L = {ε} es el lenguaje que solamente contiene la palabra vacio,|L| = 1

son independientes del alfabeto y por eso son lenguajes sobre cualquier alfabeto.

seaΣ = {a, b}

• L1 = {ε, a, b}
• Lab = {anbn | n ∈ IN} es decir, el lenguaje que contiene todas las palabras con un

número deas seguidos por el mismo número debs.

• Lpal = {wwR | w ∈ Σ∗} es decir, palíndromos

• Lquad = {an2 | n ∈ IN>0}

Si |L| < ∞ para un lenguajeL ⊂ Σ∗, entonces se llamaL lenguaje finito.

Operaciones sobre/con lenguajes, seanL, L1, L2, L3 ⊂ Σ∗ lenguajes (igual paraW (Σ)):

Unión:

L1 ∪ L2 = {w | w ∈ L1 o w ∈ L2}

Propiedades (unos ejemplos):

Conmutatividad: L1 ∪ L2 = L2 ∪ L1

Asociatividad: (L1 ∪ L2) ∪ L3 = L1 ∪ (L2 ∪ L3)
Idempotencia: L ∪ L = L
Operación con∅: L ∪ ∅ = L = ∅ ∪ L
Operación conΣ∗: L ∪ Σ∗ = Σ∗ = Σ∗ ∪ L

Intersección:

L1 ∩ L2 = {w | w ∈ L1 y w ∈ L2}

Propiedades (unos ejemplos):

Conmutatividad: L1 ∩ L2 = L2 ∩ L1

Asociatividad: (L1 ∩ L2) ∩ L3 = L1 ∩ (L2 ∩ L3)
Idempotencia: L ∩ L = L
Operación con∅: L ∩ ∅ = ∅ = ∅ ∩ L1

Operación conΣ∗: L ∩ Σ∗ = L = Σ∗ ∩ L
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Complemento:

L = {w | w ∈ Σ∗ y w /∈ L}

Propiedades (unos ejemplos):

Regla de DeMorgan: L1 ∪ L2 = L1 ∩ L2

L1 ∩ L2 = L1 ∪ L2

Con estas tres operaciones la estructura(Σ∗,∪,∩, ) forma una álgebra booleana.

Diferencia:

L1 − L2 = {w | w ∈ L1 perow /∈ L2}

Propiedades (unos ejemplos):

L1 = Σ∗ − L1

L1 − L2 = L1 ∩ Σ∗ ∩ L2)

Concatenación:

L1.L2 = {w | w = w1.w2 y w1 ∈ L1 y w2 ∈ L2}

Propiedades (unos ejemplos):

No–Conmutatividad: L1.L2 6= L2.L1 (en general)
Operación con∅: L1.∅ = L1 = ∅.L1

Operación con{ε}: L1.{ε} = L1 = {ε}.L1

Potencia:

Li = L . . . L︸ ︷︷ ︸
i-veces

i ∈ IN

Propiedades (unos ejemplos):

Cero–Potencia: L0 = {ε}
Inducción: Li.L = Li+1 = L.Li

Clausura positiva:

L+ =
∞⋃
i=1

Li = L1 ∪ L2 ∪ L3 ∪ . . .

Clausura (de Kleene):

L∗ =
∞⋃
i=0

Li = L0 ∪ L1 ∪ L2 ∪ . . .

Propiedades (unos ejemplos):

L+ = L∗ − {ε}
Σ∗ =

⋃∞
i=0 Σi



Dr. Arno Formella 14

Reflexión (o inverso):

L = {w | wR ∈ L}

Homomorfismo: SeanΣ, Γ dos alfabetos. Seaϕ : Σ −→ Γ∗ una función que asigna a cada
símbolo deΣ una palabra sobreΓ. Podemos ampliar la funciónϕ a un homomorfismo
ϕ : Σ∗ −→ Γ∗, es decir, una función que asigna a cada palabra sobreΣ una palabra sobre
Γ, con

ϕ(ε) = ε

ϕ(wσ) = ϕ(w)ϕ(σ)

Ejemplo:

Σ = {a, b, c, d}
Γ = {0, 1}

ϕ(a) = 00 ϕ(b) = 1 ϕ(c) = ε ϕ(d) = 0110

ϕ(abcd) = 0010110

Entonces siL ⊂ Σ∗ es un lenguaje sobreΣ

ϕ(L) = {ϕ(w) | w ∈ L} ⊂ Γ∗

es un lenguaje sobreΓ y si L ⊂ Γ∗ es un lenguaje sobreΓ, entonces

ϕ−1(L) = {w | ϕ−1(w) ∈ L} ⊂ Σ∗

es un lenguaje sobreΣ.

¿Cuál es el orden de prioridad de estos operadores?

4.4. Producciones y Derivaciones

Definimos algunas notaciones para describir reglas de sustitución, es decir, como derivar una
palabra con las producciones de la gramática:

Unaproducción p es una tupla de un conjunto cartesiano sobre dos universos (que pueden ser el
mismo), es decir,p = (A, B) ∈ Σ∗

1 × Σ∗
2.

Sea(A, B) una producción, en vez de tuplas también escribimos:A −→ B.

Un conjunto de producciones se llamasistema de producciones(o sistema de reglas). A este
nivel todavía no decimos mucho sobre los alfabetos involucrados, más adelante concretaremos.
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Unaderivación directa v −→ w es una conversión de una palabra en otra aplicando una produc-
ción, es decir, sea por ejemplov = aAb una palabra, y seaA −→ B una producción, entonces
se puede derivar la palabraw = aBb directamente desdev sustituyendo la subpalabraA por la
palabraB como indica la producción.

Ejemplo: Sean000 −→ 010 y 10 −→ 01 dos producciones. Desdev = 1000 se puede derivar
w1 = 1010 aplicando la primera producción, yw2 = 0100 aplicando la segunda.

Una derivación v −→∗ w es una secuencia de derivaciones directa aplicando sucesivamente
producciones de un sistema. Lalongitud de una derivaciónes el número de producciones apli-
cadas.

Ejemplo: Sean000 −→ 010 y 10 −→ 01 dos producciones. Desdev = 1000 se puede derivar
w1 = 0011, es decir,v −→∗ w1 aplicandov = 1000 −→ 1010 −→ 0110 −→ 0101 −→ 0011 =
w1, o tambiénw2 = 0001 aplicandov = 1000 −→ 0100 −→ 0010 −→ 0001 = w2. En el primer
caso la longitud de la derivación es 4, en el segundo caso 3.

Comentario importante: muchas de las comprobaciones en el ámbito de la teoría de los lengua-
jes formales se realiza mediante inducción sobre: longitud de la palabra, longitud de la derivación,
(o luego también longitud del cálculo).

Dado un sistema de producciones, si sustituimos siempre la primera posibilidad a la izquierda de
la palabra de partida, se llama unaderivación más a la izquierda, e igual, si sustituimos siempre
la primera posibilidad a la derecha de la palabra de partida, se llama unaderivación más a la
derecha.

4.5. Relaciones de equivalencia

Un conjuntoR ⊂ Σ∗ × Σ∗ es unarelación (binaria sobreΣ∗).

Escribimos los pares siendo elementos deR como(x, y), o comox −→ y, o comoxRy.

SeanR y S dos relaciones. Definimos

RS = {(x, y) | ∃z ∈ Σ∗ : xRz y zSy}
R0 = {(x, x) | x ∈ Σ∗}

Rn+1 = RRn

es decir,R0 es la relación de identidad, y la operación nos permite crear nuevas relaciones a
partir de dos relaciones dadas, yRn+1 es una relación construida de tal manera recursivamente.
Con eso definimos:

R∗ =
⋃
n≥0

Rn

R+ =
⋃
n≥1

Rn
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es decir,xR∗y (o en otra notaciónx −→∗ y) si x = y o existe una secuenciaz1, z2, . . . , zn con
n ≥ 1 y xRz1, z1Rz2, . . . , znRy.

Una relaciónR es

reflexiva, si ∀x : xRx, es decir, la relación de identidadR0 es subrelación deR,

transitiva , si xRy, yRz =⇒ xRz, es decir, si los pares(x, y) y (y, z) son elementos deR
entonces(x, z) también lo es,

simétrica, si ∀x, y : xRy ⇐⇒ yRx, es decir, con(x, y) también(y, x) es elemento de la
relación.

Observamos que paraR

R∗ es una relación reflexiva y transitiva, llamada la clausura reflexiva y transitiva deR
(porque es la relación más pequeña con tal propiedad).

R+ es una relación transitiva, llamada la clausura transitiva deR (porque es la relación
más pequeña con tal propiedad).

R+ es también reflexiva siR ya lo es.

R∗ y R+ son simétricas siR ya lo es.

Una relacionR es unarelación de equivalenciasi R es reflexiva, simétrica, y transitiva.

SeaR una relación de equivalencia. A cada elemento deΣ∗ podemos asignar el conjunto de
los elementos que son equivalentes a él. Basta con anotar un representente de dicho conjunto y
escribimos

[x]R = {y | yRx} = {y | xRy}

(si desde el contexto ya conocemosR, obviamos del subindiceR).

Si xRy entonces[x] = [y] porque ambos caen en la misma clase de equivalencia. Se suele usar
como representante una de las palabras más cortas de la clase.

Si x, y ∈ [z] escribimos tambiénx ≡ y que significa quexRy eyRx.

Una relación de equivalencia divideΣ∗ en clases, es decir,

Σ∗ = [x1] ∪ [x2] ∪ . . . ∪ [xk] ∪ . . .

cuyo número es finito o infinito. La intersección de dos clases es vacía, es decir,[xi] ∩ [xj] = ∅
si i 6= j porque si tuviesen un elemento en común, ambas clases serían iguales.

Ejemplo: SeaΣ = {σ1, . . . , σk} un alfabeto (por ejemplo el alfabeto de toda la vida).
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La relación
R = {(x, y) | x comienza con el mismo símbolo quey}

es una relación de equivalencia y nos divideΣ∗ en

Σ∗ = [σ1] ∪ [σ2] ∪ . . . ∪ [σk] ∪ [ε]

es decir, en todas las clases de palabras que empiezan con la misma letra más la clase para la
palabra vacía (que no empieza con ninguna letra).

Entonces hay tantas clases como símbolos enΣ más una clase.

Llamamos el número de clases que produce una relación de equivalencia elíndice de la relación
Indice(R).

En el ejemplo tenemosIndice(R) = k + 1 = |Σ|+ 1, es decir, un índice finito.

4.6. Relación de equivalencia de lenguajes

Para cada lenguajeL ⊂ Σ∗ podemos construir una relación de equivalencia sobreΣ∗:

xRLy ⇐⇒ (∀z ∈ Σ∗ : xz ∈ L ⇐⇒ yz ∈ L)

es decir,x es equivalente ay, si, añadiendo cualquier sufijo, ambas palabras resultantes o bien
están enL o bien no están enL.

Observa: z = ε : x ∈ L ⇐⇒ y ∈ L, es decir, o bien todas las palabras de una clase están enL
o bien ninguna palabra de una clase está enL.

Ejercicio: ¡Verifica queRL es una relación de equivalencia!

5. Gramáticas generativas

Unagramática es una cuádrupla

G = (ΣN , ΣT , P, $)

donde
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ΣN es un alfabeto de símbolos no–terminales.

ΣT es un alfabeto de símbolos terminales.

Se exigeΣN ∩ ΣT = y se suele usarΣ = ΣN ∪ ΣT .

P es un sistema de producciones finitos, donde se distingue varios casos, ejemplos son:

• P ⊂ (ΣN ∪ ΣT )∗ × (ΣN ∪ ΣT )∗

caso muy general, (así no haría falta distinguir los dos alfabetos a la primera vista, es
decir,P ⊂ Σ∗ × Σ∗)

• P ⊂ Σ∗.Σ+
N .Σ∗ × Σ∗

es decir, a la derecha existe por lo menos un símbolo no–terminal

• P ⊂ ΣN × Σ∗

es decir, se sustitue solamente símbolos (palabras) no–terminales

• P ⊂ ΣN × (Σ∗
N ∪ Σ∗

T )
es decir, se sustitue solamente símbolos (palabras) no–terminales, pero por símbolos
(palabras) o bien terminales o bien no–terminales

• Repetimos: se exige que|P | < ∞, es decir, el conjunto de reglas es finito.

¡Más adelante vemos en detalle qué tipos de sistemas de producciones se suele usar!

$ es el símbolo inicial (o de partida, o de comienzo, o axioma) que pertenece al alfabeto
no–terminal, es decir,$ ∈ ΣN .

El lenguaje generadopor una gramática es

L(G) = {w | w ∈ Σ∗
T y $ −→∗ w}

es decir, se puede derivar la palabraw ∈ ΣT desde el símbolo inicial aplicando las reglas del
sistema de producciones. Dichas palabras derivables que consisten solamente de símbolos termi-
nales se llamansentencias.

5.1. Ejemplos

¿Es posible derivar lenguajes infinitos con sistemas de producciones finitos?

Si, por ejemplo es posible generar el lenguajeL(G) = Σ∗
T con un sistema de producciones

finitos:

G = ({$}, {a, b}, {$ −→ ε, $ −→ a$, $ −→ b$}, $)
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L1 = {ε, a, b}
G1 = ({$}, {a, b}, {$ −→ ε, $ −→ a, $ −→ b}, $)

obviamenteL(G1) = L1

para lenguajes finitos es fácil generar una gramática, basta con derivar directamente cada
palabra desde el símbolo inicial (aunque se puede usar un sistema de producciones más
sofisticado)

Una gramática recursiva sobre la palabrav ∈ Σ∗ es una gramática donde se puede derivar
desdev una palabra que contienev de nuevo, es decir, existe la posibilidad de una derivación:
v −→∗ uvw (con|v| < |uvw|).

El lenguaje generado por una gramática es infinito, si la gramática es recursiva sobre una palabra
v y que a su vez es derivable desde el símbolo inicial.

Lab = {anbn | n ∈ IN}
Gab = ({a, b}, {$}, {$ −→ a$b, $ −→ ε}, $)

Labc = {anbncn | n ∈ IN}
ε, abc, aabbcc, aaabbbccc, . . . ∈ Labc

Gabc = ({$, . . .}, {a, b, c}, P, $)

¿Cuáles son las producciones necesarias?

Una vez sabiendo eso, podemos completar el alfabeto no–terminalΣN

Una primera idea:

P = {$ −→ ε, $ −→ ABC, A −→ ε, A −→ aA,

B −→ ε, B −→ bB,C −→ ε, C −→ cC}
ΣN = {$, A,B,C}

Obviamente podemos derivar cualquier elemento deLabc con esa gramática, por ejemplo:

$ −→ ABC −→ aABC −→ aaABC −→ aaBC −→ aabBC −→ aabbBC

−→ aabbC −→ aabbcC −→ aabbccC −→ aabbcc
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Pero también podemos derivar palabras comoaaabcccc, es decir, el lenguaje es

L(GTest) = {aibjck | i, j, k ∈ IN} ⊃ Labc

Parece que la gramáticaGTest es demasiado amplia. De alguna manera deberíamos con-
struir un sistema de producciones que permite mantener un número igual de letrasa, b y c
(o en otras palabras, necesitamos “contar”)...

Idea 1: Si somos capaz de derivar desdeakXbkck la secuenciaak+1Xbk+1ck+1, hemos
ganado.

Idea 2: Tenemos que pasar la “información” que hemos añadido por ejemplo unab en un
lado hacia el otro lado donde tenemos que añadir entonces unac (o en un lado laa y en el
otro lado unbc).

El truco consiste en usar unos símbolos no–terminales cuales se van a sustituir dependiendo
del contexto en el cual se encuentran.

Entonces, construimosP y ΣN :

P = {
$ −→ ε, para obtener la palabra vacía
$ −→ aXbc, para iniciar la construcción
Xb −→ bY, para empezar “ir” hacia lasc’s
Y b −→ bY, para “ir” hacia lasc’s
Y c −→ Zcc, para añadir unac y empezar “volver”
bZ −→ Zb, para “volver” hacia lasa’s
aZ −→ aaXb, para añadir unaa y unab
X −→ ε para terminar

}

ΣN = {$, X, Y, Z}

Se puede comprobar formalmente con inducción sobrek que la gramática dada genera
exactamente el lenguaje deseado, es decirL(Gabc) = Labc.

La comprobación sigue la construcción y se observa que no hay ambigüedad en el momen-
to de elegir una producción.

Existe también una gramática que usa un símbolo no–terminal menos y también una pro-
ducción menos:

P = {
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$ −→ ε, para obtener la palabra vacía
$ −→ aXbc, para iniciar la construcción
Xb −→ bX, para “ir” hacia lasc’s
Xc −→ Y bcc, para añadir unab y unac
bY −→ Y b, para “volver” hacia lasa’s
aY −→ aaX, para añadir unaa
aY −→ aa para terminar

}

ΣN = {$, X, Y }

Se observa:

• tenemos ambigüedad en elegir producciones para sustituir y dónde aplicarlas

• aquí hemos decidido añadir a la derecha unab y unac

• generalmente se nota que hay muchas gramáticas que generan el mismo lenguaje

5.2. Abreviación de Backus

Para abreviar la notación de las producciones usamos laforma normal de Backus (BNF). Agru-
pamos las producciones cuyas partes izquierdas coincidan, escribiendo las partes derechas sepa-
radas por|, por ejemplo:

P = {
$ −→ ε | aXbc,
Xb −→ bX,
Xc −→ Y bcc,
bY −→ Y b,
aY −→ aaX | aa,

}

Definimos una gramática que genere lo que se usa en programas, por ejemplo:

((a + b) ∗ (c + d)) ∗ (e + f)

Lexpr = {w | w es expresión algebraica}
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donde nos limitamos a variables que consisten de una sola letra. Entonces

ΣT = {(, ), +, ∗, a, . . . , z}
P = $ −→ E, E −→ E ∗ E | (E ∗ E) | (E + E) | a | . . . | z

Gexpr = ({$, E}, ΣT , P, $)

se puede ampliar la gramática que incluye también− y /

se puede ampliar la gramática que genere también expresiones con variables de más de una
letra, por ejemplo:ancho ∗ altura

más tarde veremos como se define las expresiones de tal estilo un poco más completo

5.3. Árbol de derivación

Para las gramáticas podemos visualizar la aplicación de las producciones que derivan desde el
símbolo inicial una palabra como un árbol, elárbol de derivación:

arbol

El lugar con el símbolo inicial se llamaraíz del árbol (aunque se suele dibujarlo arriba de todo).

Como se ve, cada símbolo es la raíz de un subárbol.

La palabra que se puede leer desde la izquierda hacia la derecha en las hojas del árbol y solamente
consiste de símbolos terminales será unasentencia.

5.4. Jerarquia de Chomsky

Según Chomsky se clasifica las gramáticas en cuatro tipos (cuales son, como vemos más adelante,
entre si verdaderamente diferentes).

Entonces seaG = (ΣN , ΣT , P, $) una gramática (yΣ = ΣN ∪ΣT ). Las gramáticas se destinguen
solamente en el sistema de producciones que siempre será un conjunto finito y que se clasifica
en los siguientes tipos:

Tipo 0: gramáticas generales sin restricciones

P ⊂ Σ∗.ΣN .Σ∗ × Σ∗

es decir, se sustituye por lo menos un símbolo no–terminal.
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Tipo 1: gramáticas sensibles al contexto

P ⊂ {xAy −→ xvy | x, y ∈ Σ∗, A ∈ ΣN , v ∈ Σ+} ∪ {$ −→ ε}

es decir, se sustituye un símbolo no–terminal por algo manteniendo el contexto; entonces
una derivación siempre produce palabras más largas o iguales (u −→∗ v =⇒ |u| ≤ |v|)

Tipo 2: gramáticas libres de contexto

P ⊂ ΣN × Σ+ ∪ {$ −→ ε}

es decir, se sustituye solo símbolos no–terminales por palabras no vacías

Tipo 3: gramáticas regulares (o lineales)

P ⊂ ΣN × (ΣN .ΣT ∪ ΣT ) ∪ {$ −→ ε}

es decir, lineales a la izquierda (porque los símbolos no–terminales aparecen en una derivación
siempre a la izquierda de la palabra)

P ⊂ ΣN × (ΣT .ΣN ∪ ΣT ) ∪ {$ −→ ε}

es decir, lineales a la derecha (porque los símbolos no–terminales aparecen en una derivación
siempre a la derecha de la palabra)

Se ha introducido explícitamente la regla$ −→ ε en las gramáticas de tipos 1, 2, y 3
para permitir que el lenguaje{ε} puede ser generado dado que las reglás solo permiten un
crecimiento de la longitud de las palabras a lo largo de las derivaciones.

Retomamos la clasificación de las gramáticas hacia final del curso (por ejemplo, respon-
demos a la pregunta si son de verdad clases separadas).

Observación: si permitimos para las gramáticas de libre contexto reglas del tipoΣN −→ Σ∗,
es decir, permitimos reglas comoA −→ ε, podemos sustituir todas las reglas que tengan unaA
a la derecha, por ejemploB −→ xAy por B −→ xy, y conseguir así una eliminación de las
producciones compresoras.

5.5. Equivalencia y ambigüedad

Dosgramáticas son equivalentessi generan el mismo lenguaje, es decir,G1 ≡ G2 si L(G1) =
L(G2).

(Adelanto: averiguar en general si dos gramáticas son equivalentes es un problema no com-
putable.)
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SeaG = ({$, A}, {1}, {$ −→ 1A, $ −→ 11, A −→ 1}, $) una gramática. Tanto$ −→ 11 como
$ −→ 1A −→ 11 es una derivación para la palabra11.

Unasentencia es ambiguasi existen más de una derivación para ella en una gramática.

Una gramática es ambiguasi su lenguaje contiene una sentencia ambigua, es decir, se puede
derivar la misma sentencia con dos (o más) derivaciones distintas.

Un lenguaje es ambiguo(o incluso se dice inherentemente ambiguo) si todas las gramáticas que
generan el lenguaje son ambiguas.

Ejemplo: G = ({$}, {1}, {$ −→ 11}, $) no es ambigua, entoncesL(G) no es ambiguo.

Si una sentencia es ambigua (en el caso de las gramáticas libres de contexto) tenemos dos árboles
de derivación para la misma sentencia.

Ejemplo:
E −→ E + E | E ∗ E | (E) | a | . . . | z, $ −→ E

ambitree

La ambigüedad introduce cierto grado de indeterminismo para derivar palabras, por eso, en la
práctica se intenta evitar gramáticas ambiguas.

(Pero: el problema de decisión, si existe para una gramática ambigua una gramática equivalente
no–ambigua es un problema no–computable.)

Investigamos de nuevo las expresiones aritméticas:

sabemos que tanto la adición como la multuplicación son asociativas, entonces podemos
acordar generar siempre con derivaciones más a la izquierda

sabemos que hay prioridades (acordadas) entre las operaciones:() antes que∗ antes que
+, entonces podemos acordar generar primero las operaciones conmenosprioridad

podemos introducir varables adicionales que nos garantizan una derivación única

UsamosE para expresiones (va a ser también el símbolo inicial),T para termios (con prioridad
asociado a+), F para factores (con prioridad asociado a∗, y V para variables (que ya no tendrán
operaciones):

E −→ E + T | T
T −→ T ∗ F | F
F −→ (E) | V
V −→ a | b | . . . | z

La gramática con este sistema de producciones no es ambigua.

exprnoamb
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6. Autómatas finitos

Describimos autómatas finitos con unas definiciones matemáticas. Nos limitamos al principio a
autómatas solamente con entrada.

6.1. Autómatas finitos deterministas (AFD)

Un autómata finito determinista (AFD) es una quíntupla

M = (Σ, Q, δ, q0, F )

donde

Σ es un alfabeto (sabemosε /∈ Σ)

Q es un conjunto finito no vacío de estados, es decir,0 < |Q| < ∞.

δ es unafunciónde transición:

δ : Q× Σ −→ Q ; δ(q, σ) = p

es decir, si el autómata se encuentra en el estadoq y ‘lee’ el símboloσ va al estadop.

q0 ∈ Q es el estado inicial.

F ⊂ Q es el conjunto de estados finales.

Podemos pensar de un autómata como un dispositivo que lee desde una cinta con símbolos y que
realiza cambios de estados internamente:

auto

Dibujamos los autómatas como grafos dirigidos (no introducimos el concepto matemático de
grafos formalmente), los estados representan los nodos del grafo, y dibujamos una arista atribuida
con un símbolo entre dos nodos si existe una transisión correspondiente:

compauto

es decir, el estado inicial está marcado por una flecha y los estados finales están marcados con
doble círculo.

Ejemplo: Un AFD que ‘acepta’ las cadena de0s y1s donde los números de ceros y unos es par:

zeroonepar
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entonces
M = ({0, 1}, {q0, q1, q2, q3}, δ, q0, {q0})

¿Cómo describimos cómodamenteδ?

Observamos:|Q| < ∞ y |Σ| < ∞, entonces podemos hacer una tabla con los estados como filas
y con los símbolos como columnas:

δ(q0, 0) = q3, δ(q0, 1) = q1, δ(q1, 0) = . . .

o más breve una tabla:

δ 0 1
=⇒ ?q0 q3 q1

q1 q2 q0

q2 q1 q3

q3 q0 q2

‘Determinista’ significa que no tenemos opción ninguna para eligir,δ es unafunción.

Si δ es unafunción total llamamos el autómatacompleto, es decir, existe para cada estado
y cada símbolo una transición.

Abreviamos los dibujos para reducir el número de aristas:

aristas

es decir, permitimos escribir más de un símbolo por arista, pero el cambio de estado se
realiza con leer solo uno de la lista.

Para definir el lenguaje aceptado por un AFD ampliamos la funciónδ a una funciónδ∗ para que
trabaja sobre palabras:

δ∗ : Q× Σ∗ −→ Q

δ∗(q, ε) = q

δ∗(q, σw) = δ∗(δ(q, σ), w) σ ∈ Σ, w ∈ Σ∗

es decir,δ∗ refleja el movimiento de la cabeza de lectura del autómata.

Un autómata finito deterministaM = (Σ, Q, δ, q0, F ) aceptauna palabraw ∈ Σ∗ si δ∗(q0, w) ∈
F dondeδ∗ es la ampliación de la funcion de transiciónδ.

O en otras palabras,M aceptaw, si δ∗(q0, w) es un estado final del autómata.

El lenguaje aceptado por un autómata finito deterministaM es el conjunto de palabras acep-
tadas porM :

L(M) = {w | w ∈ Σ∗, M aceptaw}
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En el grafo podemos observar: siw ∈ L(M) entonces existe un camino en el grafo desde el
estado inicialq0 hasta algún estado final de tal manera que podemos ‘leer’ la palabraw a lo largo
de las aristas visitadas.

Ejemplo: Un autómata que acepta números reales (en Pascal):

afdreal

Curiosidades de C/C++:

Comprueba con un compilador de C/C++ (o de Java) sia=000; o a=0011.0; son
sentencias correctas, sino no lo son, modifica el autómata adecuadamente (¿Qué pasa con
a=009 ?).

Comprueba con un compilador de C/C++ (o de Java) sia=3E000; es una sentencia cor-
recta, sino no lo es, modifica el autómata adecuadamente.

a=.1+ +1.; es una sentencia correcta en C/C++ (se asigna aa el valor1.1 siendo la
suma de dos constantes flotantes), pero importante es el espacio entre los dos+

Vemos que estámos confrontados con diferentes problemas:

deberíamos saber antemano: ¿Qué es una constante flotante?

deberíamos traducir dicho conocimiento en un autómata

deberíamos comprobar si dicho autómata de verdad acepta lo que debe aceptar

si implementásemos tal autómata de forma real, deberíamos comprobar adicionalmente si
la implementación refleja la descripción matemática

Observamos, cada AFD se puede completar:

añadimos un estadoe aQ (peroe /∈ F )

añadimos las transiciones que faltan, es decir,δ(q, σ) = e para todos losq ∈ Q (incluyendo
e) y σ ∈ Σ

con esoδ se convierte en una función total

Observamos:

si q0 ∈ F entoncesε ∈ L(M) y al revés, siε ∈ L(M) entoncesq0 ∈ F .

puede ocurrir que hay estados no acesibles desdeq0, incluso pueden ser aislados, es decir,
no existe un camino desdeq0 hacia tal estado.
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DosautómatasM1 y M2 son equivalentessi aceptan el mismo lenguaje,M1 ≡ M2 si L(M1) =
L(M2).

Si eliminamos todos los estados no acesibles (o aislados) de un autómata, obtenemos un
autómata equivalente al autómata original.

Obviamente tal autómata se representa con un grafo conexo.

Dos estadosq1 y q2 de dos autómatasM1 y M2 son equivalentes, es decir,q1 ≡ q2, si para
q1 ∈ Q1 y q2 ∈ Q2 δ∗(q1, w) ∈ F1 ⇔ δ∗(q2, w) ∈ F2.

Entonces dos autómatas son equivalentes si sus estados iniciales son equivalentes.

6.2. Autómatas finitos no–deterministas (AFND)

Ampliamos un poco las posibilidades de las transiciones de un autómata finito, es decir, cambi-
amos la funciónδ.

Un autómata finito no–determinista(AFND) es una quíntupla

M = (Σ, Q, δ, q0, F )

donde

Σ es un alfabeto.

Q es un conjunto finito no vacío de estados, es decir,0 < |Q| < ∞.

δ es (una de las dos definiciones, que entre si son equivalentes)

• una relación, es decirδ ⊂ (Q× Σ)×Q

• o una función, es decir,δ : Q×Σ −→ P(Q) siendoP(Q) el conjunto de las partes
deQ

• q0 ∈ Q es el estado inicial.

• F ⊂ Q es el conjunto de estados finales.

Ejemplo:un AFND para el lenguaje

Ldos = {w | w ∈ {0, 1}∗, w contiene dos 0s y dos 1s}

afnd

Representamos la funciónδ también con una tabla, solo que ahora aparece más de un estado en
cada celda de la tabla, por eso usamos la notación de conjuntos:



Dr. Arno Formella 29

δ 0 1
=⇒ q0 {q0, q3} {q0, q1}

q1 ∅ {q2}
∗q2 {q2} {q2}
q3 {q4} ∅
∗q4 {q4} {q4}

Ampliamos de nuevoδ para definir el lenguaje aceptado por un AFND

δ∗ : Q× Σ∗ −→ P(Q)

δ∗(q, ε) = q

δ∗(q, σw) = {p | p ∈ Q,∃r ∈ δ(q, σ) : p ∈ δ∗(r, w)}
σ ∈ Σ, w ∈ Σ∗

es decir,δ∗ coincide conδ para símbolos del alfabeto y en general enumera los estados alcanz-
ables con tal palabra.

Un autómata finito no–deterministaM = (Σ, Q, δ, q0, F ) aceptauna palabraw ∈ Σ∗ si δ∗(q0, w)∩
F 6= ∅ dondeδ∗ es la ampliación de la relación de transiciónδ.

O en otras palabras,M aceptaw, si δ∗(q0, w) contiene un estado final del autómata.

El lenguaje aceptado por un autómata finito no–deterministaM es el conjunto de palabras
aceptadas porM :

L(M) = {w | w ∈ Σ∗, M aceptaw}

6.3. Equivalencia entre AFD y AFND

Está claro que cualquier AFD también es un AFND, es decir, siL es un lenguaje aceptado por un
AFD, también está aceptado por un AFND. Simplemente existe como mucho una sola transición
para cada símbolo del alfabeta y para cada estado.

Pero también podemos construir para cada AFND un AFD equivalente, es decir, un autómata
determinsta que acepta el mismo lenguaje.

Ejemplo: convertimos el AFND que aceptaLdos en un AFD equivalente:

afndafd

Para el caso general tenemos:

SeaM = (Σ, Q, δ, q0, F ) un AFND, construimos un AFDM ′ = (Σ, Q′, δ′, q′0, F
′) con

Q′ ⊂ P(Q), es decir, es—como mucho—el conjunto de todos los subconjuntos deQ.
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q′0 = {q0}, es decir, es el conjunto que contiene el estado inicial del AFND.

δ′(Qi, σ) = Pj ⇐⇒ ∃q ∈ Qi, p ∈ Pj conδ(q, σ) = p, es decir, existe una transición con
el símboloσ en el AFD, si existe alguna transición con tal símbolo entre cualquier pareja
de estados correspondientes en el AFND.

F ′ ⊂ P(Q) con sif ∈ F ′ entonces existe unq ∈ f con q ∈ F , es decir, el conjunto de
estados finales son todos aquellos estados del AFD que contienen por lo menos un estado
final del AFND.

Se suele construir los estados necesarios del AFD a lo largo de la construcción en vez de coger
por defecto todos los posibles subconjuntos, para evitar—en caso que sea posible—construir
muchos estados que finalmente no se alcanza desde el estado inicial.

¿Porqué es correcta la construcción?

Tenemos que comprobar formalmente que siM (siendo un AFND) aceptaw, entoncesM ′ (sien-
do el AFD construido) también lo acepta; y siM ′ aceptaw, entoncesM también lo hace, es
decir, queL(M) = L(M ′).

Pues, seaM un AFND yM ′ el AFD correspondiente.

Seaw = x0x1x2 . . . xn ∈ L(M) cualquier palabra aceptada porM .

Comprobamos quew ∈ L(M ′), es decir,L(M) ⊂ L(M ′):

Definimos los siguientes diagramas

p
xi−→ q

∈ ∈

P
xi−→ Q

es decir, si hacemos la transición enM desdep a q leyendoxi, en otras palabras, usamos
δ(p, xi) = q, entonces existe (según construcción) una transición enM ′ de P (con p ∈ P ) a
Q (conq ∈ Q) leyendoxi, en otras palabras, existeδ(P, xi) = Q.

Para la palabraw obtenemos:

q0
x0−→ q1

x1−→ q2
x2−→ · · · xn−1−→ qn

xn−→ qn+1 ∈ F

∈ ∈ ∈ ∈ ∈

Q0
x0−→ Q1

x1−→ Q2
x2−→ · · · xn−1−→ Qn

xn−→ Qn+1 ∈ F ′

donde la construcción vadesde la izquierda, es decir, del estado inicial, hacia la derecha, es decir,
a un estado final. Dado queM aceptaw, qn+1 es un estado final y siendo miembro de un conjunto
Qn+1, este será un estado final deM ′.
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Entonces hemos comprobado queM ′ aceptaw, y por esoL(M) ⊂ L(M ′).

Ahora, seaw = x0x1x2 . . . xn ∈ L(M ′) cualquier palabra aceptada porM ′.

Comprobamos quew ∈ L(M), es decir,L(M) ⊃ L(M ′):

Definimos los siguientes diagramas

P
xi−→ Q

3 3

p
xi−→ q

es decir, si hacemos la transición enM ′ desdeP leyendoxi a Q, en otras palabras, usamos
δ(P, xi) = Q, entonces existe (según construcción) una transición enM de algúnp (conp ∈ P )
leyendoxi a algúnq (conq ∈ Q), en otras palabras, existeδ(p, xi) = q.

Para la palabraw obtenemos:

Q0
x0−→ Q1

x1−→ Q2
x2−→ · · · xn−1−→ Qn

xn−→ Qn+1 ∈ F ′

3 3 3 3 3

q0
x0−→ q1

x1−→ q2
x2−→ · · · xn−1−→ qn

xn−→ qn+1 ∈ F

donde la construcción va ahoradesde la derecha, es decir, un estado final, hacia la izquierda,
es decir, al estado inicial. Dado queM ′ aceptaw, Qn+1 es un estado final y un conjunto no
vacío, entonces existe un miembroqn+1 que también es elemento deF y por consecuencia unqn

aplicando el diagrama y asi succesivamente hasta llegar aq0.

Entonces hemos comprobado queM aceptaw, y por esoL(M) ⊃ L(M ′).

Finalmente tenemosL(M) ⊂ L(M ′) y L(M) ⊃ L(M ′) y por esoL(M) = L(M ′).

Como se observa en la construcción puede ser que se usa2|Q| estados en el autómata determinista
si el autómata no-determinista tenía|Q| estados, es decir, el crecimiento del número de estados
puede ser exponencial.

Surgen dos preguntas:

¿Existen AFNDs que producen un AFD de tal tamaño grande?

¿Son necesarios tantos estados (o existe una mejor forma de realizar la conversión)?

Un ejemplo para una respuesta a la segunda:

UsamosΣ = {a, b} como alfabeto. Definimos los siguientes lenguajes (que dependen del número
n ∈ IN):
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Ln = {w | w ∈ Σ∗, w = w1w2, w1 6= w2, |w1| = |w2| = n, n ∈ IN}

es decir, todas las palabras con2n letras donde la primera mitad se distingue de la segunda.

Es bastante claro que para cualquiern existe un autómata que aceptaLn porque el lenguaje es
finito (|Ln| = 22n − 2n).

En un libro (HotzEstenfeld) se encuentra el siguiente AFND que aceptaL3 (dejan la compro-
bación al lector)

afndln

Bueno, con un poco de trabajo se puede comprobar (enumerando todos los caminos desde el
estado inicial hasta el estado final) que en cada uno de los caminos siempre existe en la primera
parte una arista con unaa (o unab) donde en la misma posición de la segunda parte hay unab (o
unaa).

El AFND dado tiene 22 estados que (sin que ellos lo dicen) está en el orden den2 (si inspec-
cionamos la construcción ‘vemos’ la suma de 1 hasta2n).

También construeron un AFD paraL3:

afdln

Manifestan que dicho autómata es mínimo, y teniendo más de2n estados concluyen que la con-
strucción de un AFND a un AFD puede incrementar el número de estados exponencialmente.

Veremos:¡Ambas construcciones tienen sus deficiencias, aunque el hecho en si es correcto!

Primero, no dan un esquema cómo construir un autómata que reconozcaLn para cualquiern
(puede ser que hay ‘buena suerte’ en el caso deL3).

Segundo, el AFD dado no es mínimo, una simplificación sería:

afdlns

Pero, el nuevo autómata sigue necesitando un número exponencial de estados, porque se tiene
que construir en el ‘lado izquierdo’ todas las posibles palabrasw1.

Entonces:¿Creemos o sabemos?, si no lo hemos comprobado o si no hemos entendido una com-
probación presentada, entonces solamente creemos. El saber va más allá. Hay que mantenerse
crítico, siempre.

Construimos un AFND paraLn sistemáticamente.

Idea: En cada uno de los caminos reconociendow1 siempre tiene que existir una arista con una
a (o unab) donde en la misma posición para reconocerw2 hay unab (o unaa).

Este principio nos lleva a una construcción inductiva:
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afdln1

afdln2

afdln3

afdlnn

El número de estados entonces es:

|Q| = 1 + 2 + 4 + 6 + . . . + 2n + (2n− 2) + . . . + 4 + 2 + 1

= 1 + 2
n∑

i=1

i + 1 + 2
n−1∑
i=1

i

= 1 + n(n + 1) + 1 + (n− 1)n

= 2(n2 + 1)

Como vemos, incluso hemos reducido el número de estados: el AFND para aceptarL3 tiene
solamente 20 estados.

La construcción de un AFD sigue el mismo argumento dado arriba: se necesita construir todas
las posibles palabrasw1 en ‘el lado izquierdo’ y por eso el AFD tiene por lo menos2n estados
(los2n − 1 para enumerar losw1 y por lo menos un estado final en ‘el lado derecho’.

Otro ejemplo para mostrar las capacidades de un AFND (y el crecemiento exponencial necesario
del AFD equivalente):

UsamosΣ = {0, 1} como alfabeto. Definimos los siguientes lenguajes (que dependen del número
n ∈ IN):

Ln = {w | w ∈ Σ∗, w contiene un 1 en lan-nésima posición desde la derecha}

Es bastante fácil construir un AFND que acepteLn:

afndlr

No es tan obvio como construir directamente un AFD. Pero es posible con la construcción (¡Ha-
zlo!).

Observamos en la construcción:

Seaw = xnxn−1 . . . x2x1 ∈ {0, 1}∗.
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Para todos losi ∈ {1, . . . , n} tenemos:

qi ∈ δ∗(q0, w) =⇒ xi = 1

es decir:

• Si xi = 1 (el i-ésimo símbolo desde la derecha es un 1), entonces existe un camino
desdeq0 a qi (es decir,qi ∈ δ∗(q0, w)) porque podemos usar dichoxi para pasar el
‘puente’ y

• si existe un camino desdeq0 a qi leyendow (qi ∈ δ∗(q0, w)), entoncesw tiene un 1
comoi-ésimo símbolo desde la derecha (es decir,xi = 1) porque hemos pasado el
‘puente’.

Entonces, existe en la construcción para cada subconjuntoP ∈ P(Q) con q0 ∈ P una
palabraw tal que tenemos que construir un camino desdeQ0 = {q0} haciaP .

Entones el AFD contiene por lo menos2|Q|−1 = 2n estados (todos aquellos que codifican
subconjuntos conteniendoq0).

Construimos un AFD directamente:

afdlr

Este autómata (y siguiendo el esquema de la construcción) contiene2n estados.

En ambos ejemplos parece que el número de estados necesarios en un AFD tenga algo que ver
con la ‘capacidad de contar o enumerar’ hasta cierto número.

6.4. Autómatas finitos no–deterministas con transiciones ε (AFND–
ε)

Queremos construir un autómata que acepta el lenguaje

L = {aibjck | i, j, k ∈ IN}

Si fuesemos capaz de saltar mágicamente, es decir, sin consumir una letra de la entrada, de un
estado a otro, sería fácil la construcción:

AUTaibjckeps

Es decir, hemos introducido aristas marcados con la palabra vacíaε.

Un autómata finito no–determinista con transicionesε (AFND–ε) es una quíntupla

M = (Σ, Q, δ, q0, F )

donde
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Q, Σ, q0, y F están definidos igual como en el caso de un AFND

δ es

• una relación, es decirδ ⊂ (Q× (Σ ∪ {ε}))×Q

• o una función, es decir,δ : Q × (Σ ∪ {ε}) −→ P(Q) siendoP(Q) el conjunto de
las partes deQ

Observamos que añadir más aristas conε obviamente no cambia el comportamiento del autómata:

AUTaibjckepstrans

Podemos tratar las transiciones conε como una relaciónT sobre el conjunto de estados, es decir

T = T1 = {(q, p) | δ(q, ε) = p} ⊂ Q×Q

En el ejemplo tenemos
T1 = {(q0, q1), (q1, q2)}

Esta relación podemos ampliar para que sea reflexiva, es decir, que todas las parejas(q, q) con
q ∈ Q formen parte de la relación, es decir, formamos

T0 = {(q, q) | q ∈ Q}

y con eso
T = T0 ∪ T1

entoncesT por construcción es una relación reflexiva. En el ejemplo tenemos

T0 = {(q0, q0), (q1, q1), (q2, q2)}

y con eso
T = {(q0, q0), (q0, q1), (q1, q1), (q1, q2), (q2, q2)}

Podemos ampliar la relación aun más considerando el efecto transitivo de las transicionesε, es
decir, formamos en un primer paso

T2 = {(q, p) | ∃r ∈ Q : (q, r), (r, p) ∈ T0 ∪ T1 y (q, p) /∈ T0 ∪ T1}

y con eso
T = T0 ∪ T1 ∪ T2

en el ejemplo tenemos
T2 = {(q0, q2)}

y así sucesivamente

Ti = {(q, p) | ∃r ∈ Q : (q, r), (r, p) ∈
i−1⋃
j=0

Tj y (q, p) /∈
i−1⋃
j=0

Tj}
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Finalmente definimos

T ∗ = T0 ∪ T1 ∪ T2 ∪ . . . =
∞⋃
i=0

Ti

comoclausura (o ciero, o cerradura) transitiva de la relación de las transicionesε o más
breveclausura–ε.

El proceso termina en nuestro caso de autómatas finitos, es decir, la unión va solamente sobre un
número finito deis, porqueT ∗ sigue siendo un subconjunto del conjunto finitoQ×Q (T ∗Q×Q).

Con la clausura–ε podemos definir laclausura–ε de un estado, como todos aquellos estados que
se puede alcanzar con caminos de transisionesε, es decir

cl(q) = {p | (q, p) ∈ T ∗}

En el ejemplo:

cl(q0) = {q0, q1, q2}
cl(q1) = {q1, q2}
cl(q2) = {q2}

AUTaibjckafnd

hemos añadidoq0 a los estados finalesF porque existe un estado final que pertenece a la
clausura–ε deq0, es decir,ε ∈ L

hemos marcado las aristas de la clausura–ε con símbolos del alfabeto

Entonces podemos formalizar el lenguaje aceptado por un AFND–ε (parecido a lo que hicimos
para un AFND).

Primero definimos la ampliación deδ para autómatas con transicionesε. δ∗(q, w) va a ser el
conjunto de estados (igual como en el caso deδ∗ para AFNDs) que podemos alcanzar desdeq
leyendo la palabra. Entonces:

δ∗ : Q× Σ∗ −→ P(Q)

1.

δ∗(q, ε) = cl(q)

es decir, nos quedamos en la clausura–ε si hemos alcanzado el final de la palabra
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2.

δ∗(q, wσ) = {p | p ∈ Q y ∃r ∈ δ∗(q, w) tal quep ∈ cl(δ(r, σ))}
=

⋃
r∈δ∗(q,w)

cl(δ(r, σ))

es decir,δ∗(q, w) es el conjunto de estados alcanzables desde un estador siendo miembro
de la clausura–ε de un estado alcanzable desdeq sin haber leído el último símboloσ.

δ∗(q0, w) enumera entonces todos los estados alcanzables desdeq0 leyendo la palabraw.

Observa:Hemos dado una definición recursiva desde la izquierda, es decir, añadimos un símbolo
a la derecha. Hubiese sido posible definirδ∗ para un AFND de la misma manera.

Un autómata no–determinista con transicionesε M acepta una palabraw sobre el alfabeto
Σ (w ∈ Σ∗) si

δ∗(q0, w) ∩ F 6= ∅
dondeδ∗ sea la ampliación de la funciònδ dada arriba.

El lenguaje aceptado porM es (como siempre)

L(M) = {w | M aceptaw}

6.5. Equivalencia entre AFND y AFND– ε

Primero observamos que cualquier AFND es obviamente también un AFND–ε (pues uno que,
por casualidad, no tenga transicionesε).

Luego podemos construir a partir de un AFND–ε un AFND equivalente.

Entonces, seaM = (Σ, Q, δ, q0, F ) un AFND–ε.

Un AFND equivalente es el autómataM ′ = (Σ, Q′, δ′, q′0, F
′) donde

Q′ = Q

δ′(q, σ) =
⋃

r∈cl(q) cl(δ(r, σ)) (podemos escribir soloq porqueQ′ = Q)

q′0 = q0

F ′ =

{
F si F ∩ cl(q0) = ∅
F ∪ q0 si F ∩ cl(q0) 6= ∅

es decir, añadimosq0 como estado final, si algún estado final del AFND–ε pertenece a la
clausura–ε del estado inicial.
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Convertimos el ejemplo:

La tabla de transiciones paraM con las transiciones de la clausura–ε es:

a b c ε cl
q0 {q0} − − {q1} {q0, q1, q2}
q1 − {q1} − {q2} {q1, q2}
q2 − − {q2} − {q2}

entonces la tabla con transiciones desde la claurura–ε es

a b c cl
cl(q0) {q0} {q1} {q2} {q0, q1, q2}
cl(q1) − {q1} {q2} {q1, q2}
cl(q2) − − {q2} {q2}

y con eso la tabla final del AFND es

a b c
q′0 {q0, q1, q2} {q1, q2} {q2}
q′1 − {q1, q2} {q2}
q′2 − − {q2}

Además tenemosF ∩ cl(q0) 6= ∅ y por esoF ′ = F ∪ {q0} = {q0, q2}.

Finalmente resulta el siguiente grafo:

afnde

¿Por qué es correcto la construcción?

Pues los argumentos (y la comprobación) siguen los mismos pasos como lo vimos en el caso de
AFND y AFD. Siempre cuando hay una transición en el AFND–ε leyendo un símbolo encon-
tramos (según construcción) una transición en el AFND correspondiente porque consideramos
toda la clausura–ε, y vice versa, si hay una transición en el AFND, tiene que haber existido una
transición en el AFND–ε o bien con o bien sin una secuencia de transicionesε.

¿Cuánto ha crecido esta vez el autómata?

El número de estados queda igual, solo se amplia (si hace falta)F por un estado. Pero ha creci-
do el número de aristas (es decir, transisiones). Dicho crecimiento puede llegar como mucho a
|Σ||Q|2 porque como mucho tantas aristas se pueden incorporar entre los nodos del grafo.

Finalmente hemos comprobado la equivalencia entre autómatas no–deterministas y autómatas
no–deterministas con transicionesε.
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6.6. Existencia de autómatas finitos mínimos

Ya vimos que hay varias posibilidades para construir un autómata finito determinista que acepte
un lenguaje (regular), por ejemplo, por construcción directa, o por el paso de un AFND a un
AFD.

Surge la pregunta: ¿existe un autómata finito determinista (AFD) mínimo que acepta tal lenguaje?

Nos referimos al número de estados que tiene el AFD, es decir|Q|, dado que el número de
transiciones por estado está determinado por el número de símbolos enΣ multiplicado por|Q| si
el AFD es completo.

La respuesta es: ¡por supuesto que sí!

Con el siguiente argumento: cada subconjunto de los números enterosIN tiene un mínimo, y los
números de estados de todos los posibles AFDs que aceptanL forman tal subconjunto.

Para la construcción del autómata mínimo necesitamos el formalismo de las relaciones de equiv-
alencia.

Ya vimos que para cada lenguajeL ⊂ Σ∗ podemos construir una relación de equivalencia sobre
Σ∗:

xRLy ⇐⇒ (∀z ∈ Σ∗ : xz ∈ L ⇐⇒ yz ∈ L)

es decir,x es equivalente ay, si, añadiendo cualquier sufijo, ambas palabras resultantes o bien
están enL o bien no están enL.

Un lenguajeL ⊂ Σ∗ es regular, si y solo si el índice de la relaciónRL es finito, es decir, la relación
tiene solamente un número finito de clases de equivalencia (Teorema de Myhill y Nerode).

Comprobamos primero la dirección “=⇒”, es decir, si el lenguaje es regular, entonces el índice
de la relación es finito:

L es regular, entonces existe un AFD que aceptaL.

SeaM = (Σ, Q, δ, q0, F ) un AFD conL(M) = L.

Definimos una relación de equivalencia sobreM :

xRMy si δ∗(q0, x) = δ∗(q0, y)

es decir, llegamos al mismo estado leyendox o y empezando en el estado inicial.

Veremos a continuación queRM ⊆ RL, es decir, queRM es un refinamiento deRL, o en otras
palabras, si dos elementos caen en una misma clase de equivalencia respecto a la relaciónRM ,
también caen en una misma clase respecto aRL.

Entonces, seaxRMy, es decirδ∗(q0, x) = δ∗(q0, y).
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Seaz ∈ Σ∗ cualquier palabra. Miramos:

xz ∈ L ⇐⇒ δ∗(q0, xz) ∈ F

⇐⇒ δ∗(δ∗(q0, x), z) ∈ F

⇐⇒ δ∗(δ∗(q0, y), z) ∈ F

⇐⇒ δ∗(q0, yz) ∈ F

⇐⇒ yz ∈ L

es decir, sixRMy entonces tambiénxRLy, y por eso:

Indice(RL) ≤ Indice(RM)

= número de estados acesibles desdeq0

≤ |Q|
< ∞

Comprobamos ahora la dirección “⇐=”, es decir, si el índice de la relación es finito, entonces el
languaje es regular. Dicha comprobación va a ser una comprobación constructiva muy útil:

SeaRL la relación de equivalencia deL conIndice(RL) < ∞.

Entonces hay palabrasx1, x2, . . . , xk ∈ Σ∗ conk < ∞, es decirk es finito, cuyas clases cubren
Σ∗:

Σ∗ = [x1] ∪ [x2] ∪ . . . ∪ [xk]

Construimos un AFD que contiene justamente tantos estados como hay clases:

M = (Σ, Q, δ, q0, F )

donde

Q = {[x1], [x2], . . . , [xk]}

δ([x], σ) = [xσ], es decir, se hace la transición de la clase a la cual pertenecex leyendoσ
a la clase a la cual pertenecexσ

q0 = [ε], es decir, el estado inicial es la clase a la cual pertenece la palabra vacía

F = {[x] | x ∈ L}, es decir, existen tantos estados finales como hay clases de equivalencia
perteneciendo aL.

Entonces:δ∗([ε], x) = δ∗(q0, x) = [x] y vemos

x ∈ L(M) ⇐⇒ δ∗(q0, x) ∈ F

⇐⇒ δ∗([ε], x) ∈ F

⇐⇒ [x] ∈ F

⇐⇒ x ∈ L
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6.7. Ejemplos de uso del teorema de Myhill y Nerode

Investigamos de nuevo el lenguaje

L = {anbn | n ∈ IN, n > 0}
anotamos unas clases de equivalencia deL:

[ab] = L

[a2b] = {a2b, a3b2, a4b3, . . .}
. . .

[akb] = {ak+i−1bi | i ≥ 1}
verificamos que son clases de equivalencia, porque siak+j−1bj ∈ [akb] y ak+l−1bl ∈ [akb] en-
tonces o bienak+j−1bjz, ak+l−1blz ∈ L (si z = bk−1) o bien ak+j−1bjz, ak+l−1blz /∈ L (si
z 6= bk−1).

Por eso el número de clases deRL es infinito, es decir,Indice(RL) = ∞.

Observa que no hemos clasificado todas las palabras deΣ∗, sino solamente algunas palabras
posibles:

Σ∗ = L ∪ [a2b] ∪ . . . ∪ [akb] ∪ . . .︸ ︷︷ ︸
ya son un número infinito

∪ . . .︸︷︷︸ las demás clases

es decir, para comprobar que un lenguaje no es regular basta con encontrar un número infinito de
clases de equivalencia (respecto a la relaciónRL).

Investigamos el lenguaje

L = {w | w ∈ {0, 1}∗ y w termina con 00}

Pensamos en las posibles clases de equivalencia. Obviamente hay tres, o bien una palabra no
termina en 0, o bien termina en un 0, o bien termina por lo menos en dos 0, es decir:

[ε] = {w | w no termina en 0}
[0] = {w | w termina en un solo 0}

[00] = {w | w termina en 00}

ConΣ∗ = [ε]∪ [0]∪ [00] seguimos la construcción de arriba y obtenemos la tabla de transiciones
para el autómata:

0 1
=⇒ [ε] [0] [ε]

[0] [00] [ε]
?[00] [00] [ε]

o como diagrama:

equiafd
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6.8. Algoritmo de minimización

La comprobación del teorema de Myhill y Nerode nos proporciona un hecho muy importante:
el autómata basado en las clases de equivalencia es el autómata mínimo dentro de todos los
posibles autómatas finitos deterministas y completos que aceptan el mismo lenguaje, porque un
tal autómataM ′ definiría un refinamiento deRM ′ ⊆ RL, es decir,Indice(RM ′) ≥ Indice(RL)
y el AFD de las clases de equivalenciaM representa las mismas clasesRL = RM , entonces
Indice(RM ′) ≥ Indice(RL) = Indice(RM).

Una pregunta surge: ¿Cómo sabemos si un AFDM ya es mínimo?

Pues,M no es mínimo, si

∀w ∈ Σ∗∃p, q ∈ Q, p 6= q : δ∗(p, w) ∈ F ⇐⇒ δ∗(q, w) ∈ F

es decir, llegamos con alguna palabraw desde ambos estados siempre o bien a un estado final, o
bien a un estado no–final.

En tal caso, podemos unir los dos estados en un único estado.

Basta con ‘realizar las pruebas’ con todas las palabrasw con |w| < |Q| porque no hace falta
visitar un estado dos veces.

Con dicho argumento describimos el algoritmo de minimización (sin comprobación) a contin-
uación.

Decimos que dos estadosp y q son distinguibles (o no–equivalentes) si existe una palabraw que
nos lleva desdep a un estado final pero no desdeq, o al revés, es decir:

p 6≡ q ⇐⇒ (δ∗(p, w) ∈ F y δ∗(q, w) /∈ F ) o (δ∗(p, w) /∈ F y δ∗(q, w) ∈ F )

El algoritmo calculará la relación de distinguibilidad (o no–equivalencia) entre los estados y
contiene 5 pasos.

1. Se elimina todos los estados no acesibles desde el estado inicial.

2. Se forma una tabla de todas las parejas de estados(p, q) conp 6= q.

3. Se marca en la tabla todas las parejas(p, q) conp ∈ F, q /∈ F o p /∈ F, q ∈ F (porque
dichos estados seguro son distinguibles).

4. Mientras haya cambio en la tabla:

para cada pareja(p, q) no marcada y para cada símboloσ

si (δ(p, σ), δ(q, σ)) está marcada, también se marca(p, q).

5. Las parejas (tuplas) no marcadas se une en un sólo estado.
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Ejemplo: partimos del siguiente AFD completo:

afdc

1. Todos los estados son acesibles desdea, por eso, no hay que eliminar nada.

2. La tabla es:

a b c d e
a -
b - -
c - - -
d - - - -
e - - - - -

3. Las marcas iniciales son (en vez de simple marcas, usamos números para visualizar en el
siguiente apartado los cambios en la tabla en cada paso):

a b c d e
a - 1
b - - 1
c - - - 1
d - - - - 1
e - - - - -

4.

a b c d e
a - 2 3 1
b - - 4 1
c - - - 5 1
d - - - - 1
e - - - - -

5. El autómata mínimo es:

afdcmin

Observa que en la construccón del autómata podemos comprobar de cierta manera la cor-
rección de la tabla: cuando recorremos todas las aristas del autómata original, tenemos que
o bien añadir o bien encontrar su homóloga en el autómata en construcción.

El paso 4 se puede implementar más eficiente. En vez de mirar tantas veces las parejas no mar-
cados, se mantiene listas de espera que se marcan recursivamente. Observamos:

Si tenemos que marcar(p, q), es porque(r, s) = (δ(p, σ), δ(q, σ)) ya está marcado.
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Entonces de alguna manera la pareja(p, q) depende de la pareja(r, s).

Es decir, si en un futuro marcamos en algun momento(r, s), directamente podemos marcar
(p, q) también.

Para llevar eso a cabo, añadimos a cada celda una lista de parejas que dependen de la la pareja
en cuestión. Si se marca una pareja, recursivamente se marcan también todas las entradas en las
listas.

Con está mejora el algoritmo tiene complejidadO(|Q|2|Σ|).

7. Expresiones regulares

Hasta ahora era difícil describir lenguajes aceptados por autómatas. Siempre teníamos que aprovechar
de una notación como

L(M) = {w | alguna propiedad dew}

Por ejemplo, si queríamos desarrollar un autómata que comprobase que una cadena codificase
una dirección de correo electrónico válida tendríamos como propiedades:

1. los símbolos permitidos son:a-z, A-Z, 0-9, @ . - _

2. debe contener exactamente una@

3. por lo menos un. detrás de la@

4. detrás del último. deben venir entre 2 y 4 letras

5. detrás de cada. y de la@debe venir por lo menos una letra

6. delante de la@por lo menos una palabra que empieza con una letra,

es decir,L(M) = {w | w cumple las condiciones de arriba}.

Ejercicio: ¡Intenta construir un autómata!

Sería conveniente tener un meta–lenguaje que nos permitiese describir fácilmente lenguajes (por
lo menos de cierto tipo).
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7.1. Síntaxis y semántica

SeaΣ un alfabeto. Unaexpresión regularα sobreΣ se define con las siguientes reglas (induc-
tivas):

1. a) ∅ es una expresión regular

b) ε es una expresión regular

c) si σ ∈ Σ, entoncesσ es una expresión regular

2. si α y β son expresiones regulares, entonces también

a) α.β es una expresión regular (obviamos del punto muchas veces)

b) (α + β) es una expresión regular

3. si α es una expresión regular, entonces también

a) (α) es una expresión regular

b) (α)∗ es una expresión regular

Como observamos: hemos introducido meta–símbolos (‘(’,‘ )’,‘ ∗’,‘ +’,‘ .’,‘ ∅’). Si alguno de ellos
aparece enΣ tenemos un problema (Houston) que resolveremos al final de esta sección.

Ejemplos:

SeaΣ = {a, b, c}. Posibles expresiones regulares son:

((a.b)∗ + b.c.(a)∗) ((a.a.a + b.c) + (c.b)∗.(b)∗)

Con eso hemos definido una síntaxis de expresiones regulares, pero ¿cuál será su semántica?

Para cada expresión regular definimos un lenguaje correspondiente (basado en las reglas).

El lenguajeL(α) definido por una expresión regularα se define:

1. a) L(∅) = ∅
b) L(ε) = {ε}
c) si σ ∈ Σ, entoncesL(σ) = {σ}

2. si α y β son expresiones regulares, entonces

a) L(α.β) = L(α).L(β)

b) L((α + β)) = L(α) ∪ L(β)
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3. si α es una expresión regular

a) L((α)) = L(α)

b) L((α)∗) = (L(α))∗

Ejemplos: sobreΣ = {0, 1}:

el lenguaje que contiene una subcadena 11:

((0 + 1))∗,1,1.((0 + 1))∗

todas las cadenas que alternan 0 y 1:

(((0,1)∗ + (0,1)∗,0) + ((1,0)∗ + (1,0)∗,1))

o también con la expresión

(1 + ε).(0,1)∗.(0 + ε)

7.2. Equivalencia entre autómatas finitos y expresiones regulares

La semántica de una expresión regular define un lenguaje.

Dado una expresión regularα (sobre un alfabetoΣ). ¿Qué tiene que ver el lenguajeL(α) con un
lenguajeL(M) aceptado por un autómata finitoM?

Veremos: para cada expresión regularα existe un autómata no–determinista con transicionesε
M , o sea un AFND–ε, que acepta el mismo lenguaje (es decir,L(α) = L(M)).

Ya sabemos: entonces también existe un autómata finito determinista, o sea un AFD, aceptando
el mismo lenguaje.

De hecho, comprobaremos algo más: para cadaα sobreΣ existe un AFND–ε M = (Σ, Q, δ, q0, F )
conL(α) = L(M) y

no existe ninguna transición hacia el estado inicial, es decir

∀q ∈ Q, σ ∈ Σ : q0 /∈ δ(q, σ) ∪ δ(q, ε)

M tiene exactamente un estado final del cual no sale ninguna transición, es decir,

|F | = 1 y ∀σ ∈ Σ, f ∈ F : δ(f, σ) ∪ δ(f, ε) = ∅
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La comprobación sigue la definición inductiva de la expresión regular, lo describimos solamente
con los grafos de los autómatas. Entonces, seanα, β, y γ expresiones regulares sobre algún
alfabetoΣ.

1. a) α = ∅
regexprafnde1

b) α = ε

regexprafnde2

c) α = a

regexprafnde3

2. a) α = βγ

regexprafnde4

b) α = (β + γ)

regexprafnde5

3. a) α = (β)

regexprafnde6

b) α = (β)∗

regexprafnde7

Ejemplo: construimos el AFND–ε paraα = (((a.b)∗ + a) + b.b)

regexprafndeej

La otra dirección, es decir, comprobando que para cada autómata finito existe una expresión
regular que describe el mismo lenguaje, nos costará un poco más de trabajo.

SeaM = (Σ, Q, δ, q0, F ) un AFD (sabemos que cualquier AFND o AFND–ε se puede convertir
en un AFD).

Describimos un algoritmo que sucesivamente construye la clausura transitiva del autómata da-
do y así construye finalmente—como atributos de las aristas entreq0 y un nuevo estadof—la
expresión regular.

Por eso permitimos que se pueden escribir expresiones regulares a las aristas de un autómata, es
decir, paraδ(p, σ) = q escribimos(p, σ, q) (pues, la arista del estadop al estadoq con atributoa),
o teniendo expresiones regulares(p, α, q) (pues, una arista dep aq con atributoα), o con dibujo:

aristaexpr
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1. añadimos un nuevo estadof y conectamos todos los estados enF con transicionesε a f ,
es decir, cambiamosM por M ′ = (Q ∪ {f}, Σ, δ′, q0, {f}) dondeδ′ = δ para estados en
Q y además∀q ∈ F : δ′(q, ε) = f . Así no hemos cambiado el lenguaje aceptado porM .
(Pero siguimos escribiendo abajo simplementeM , δ, y Q para simplificar la notación.)

2. para todos los estadosq 6= q0 y q 6= f

a) para cada pareja de aristas(p, β, q) y (q, γ, r) y arista reflexiva(q, ϕ, q) (nota, puede
serp = r)
añade arista(p, βϕ∗γ, r)

b) eliminaq con todas sus aristas adyacentes

pqr

c) agrupa las aristas construidas(p, α1, r), . . . , (p, αk, r) escribiendo(p, α1+. . .+αk, r)

3. cuando termina el proceso, es decir, solamente existen aristas entreq0 y f , precisamente
(q0, α, q0) y/o (q0, β, f), la expresión regular final esα∗β.

(Observa: siq0 ∈ F entonces existe una arista conε entreq0 y f , por eso,ε ∈ L(β), y entonces
no hay que considerar un caso especial para contemplar lazos reflexivos enq0 porqueα∗β+α∗ =
α∗β.)

Ejemplo:

XXX

Una comprobación formal de la corrección del algoritmo es bastante técnica. Principalmente
hay que realizar una inducción estructural con propiedades de dichos autómatas extendidos (que
tienen expresiones regulares en sus aristas). No lo detallamos aquí, cae en la categoría: lo creemos
(en estos momentos).

Como vimos en el ejemplo, hemos construido una expresión regular totalmente diferente a la de
partida. Debemos transformar dicha expresión regular sin cambiar el lenguaje que define para
conseguir finalmente una expresión regular igual a la de partida. Por eso:

Dos expresiones regularesα y β son equivalentes(α ≡ β) si definen el mismo lenguaje, es
decir, siL(α) = L(β).

Obviamente hay operaciones con expresiones regulares que mantienen la equivalencia, por ejem-
plo:

Asociatividad:

(α + (β + γ)) ≡ ((α + β) + γ)

α.(β.γ) ≡ (α.β).γ
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Conmutatividad:

(α + β) ≡ (β + α)

Elementos neutros:

(α + ∅) ≡ (∅+ α)

≡ α

(α.ε) ≡ (ε.α)

≡ α

Eliminación:

(α.∅) ≡ (∅.α)

≡ ∅

Distributividad:

α.(β + γ) ≡ (α.β + α.γ)

(α + β).γ ≡ (α.γ + β.γ)

Simplificación:

((α)∗)∗ ≡ (α)∗

(∅)∗ ≡ ∅
(ε)∗ ≡ ε

Con eso y un poco de ímpetu podemos transformar sucesivamente la expresión regular obtenida
para obtener al final la expresión regular que era la base para el autómata finito inicial.

XXX

El problema de comprobar en general si dos expresiones regulares son equivalentes no es nada
fácil. Dicho problema cae en la clase de los problemasPSPACEque contiene problemas aún más
complejos que los problemas de la claseNP que (a lo mejor) veremos hacia el final del curso (un
problemaNP es el problema del viajante). Aquí nos basta constatar que un algoritmo determinista
que resuelve el problema necesita un tiempo que crece más que exponencial en la longitud de la
expresión regular.
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7.3. Abreviaciones para el uso de expresiones regulares

Para simplificar más el uso de expresiones regulares, introducimos prioridades para eliminar
parentesis, atorgamos

a la operación ‘asterisco de Kleene’ máxima prioridad (parecido a la exponenciación en
expresiones algebraicas)

a la operación ‘concatenación’ segunda prioridad (parecido a la multiplicación en expre-
siones algebraicas) y

a la operación ‘addición’ la mínima prioridad (parecido a la adición en expresiones alge-
braicas)

Ejemplos:

XXX

Adicionalmente describimos algunos ejemplos de abreviaciones de uso común para expresiones
regulares (¡puede ser que dicha notación describe lenguajes que ya no son lenguajes regulares!):

SeaΣ = {σ0, σ1, . . . , σn} un alfabeto, donde los símbolos implícitamente estén ordenados, es
decir, sii < j parai, j ∈ {1, . . . , n} entoncesσi viene antes en el orden de todos los símbolos
queσj (pues, entonces es tal cual como estamos acostrumbados de tratar nuestro alfabeto del
lenguaje natural).

[σi − σj] : σi + . . . + σj, es decir, todo el rango de símbolos entre (y incluyendo)σi y σj.
Si j < i, [σi − σj] = ε.

α? : (α + ε), es decir, una o ninguna vezα.

., cualquier símbolo del alfabeto

α+ : αα∗, es decir, por lo menos una vezα.

αn : α . . . α︸ ︷︷ ︸
n−veces

(usando taln en varias posiciones y exigiendo que tenga en casos concretos

en todos los sitios el mismo valor se pueden describir lenguajes ya no regulares)

α{m,n} por lo menosm veces, pero como muchon vecesα. (igual como arriba, usando tal
n y m se pueden describir algunos lenguajes no regulares)
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7.4. Símbolos y meta–símbolos

Resolvemos el problema de tener símbolos iguales enΣ y en el meta–alfabeto:

Se suele usar un símbolo de escape en el meta–lenguaje, normalmente el símbolo \. Si \ aparece
delante de otro símbolo, entonces se considera un símbolo deΣ, sino un meta–símbolo. (En-
tonces, si \ es enΣ, se anotaría como \\.)

Entonces podemos escribir la expresión regularη que define una dirección de correo electrónico
sintácticamente correta como:

α = [a− zA− Z][a− zA− Z0− 9\ − _]∗

η = (α\.)∗α@(α\.)+[a− zA− Z]{2,4}

donde unimos adicionalmente varios rangos en uno.

8. Lenguajes regulares

8.1. Equivalencia entre gramáticas lineales por la derecha y autó-
matas finitos

SeaM = (Σ, Q, δ, q0, F ) un AFD.

Construimos una gramática lineal por la derechaG conL(G) = L(M), es decir, genera el mismo
lenguaje que el AFD acepta.

G = (ΣN , ΣT , P, $) = (Q, Σ, P, q0)

es decir

ΣN = Q, los estados del autómata determinan los símbolos no–terminales de la gramática

ΣT = Σ, los símbolos del autómata determinan los símbolos terminales de la gramática

$ = q0, el estado inicial del autómata determina el símbolo inicial de la gramática
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El sistema de produccionesP está dado por:

Si δ(q, σ) = p es una transición del AFD, conp, q ∈ Q y σ ∈ Σ, entonces añadimos aP
la producciónq −→ σp.

Si δ(q, σ) = p es una transición del AFD, conq ∈ Q, p ∈ F y σ ∈ Σ, entonces añadimos
aP la producciónq −→ σ.

Si q0 ∈ F , entonces añadimos aP la producciónq0 −→ ε.

Ejemplo:

afdabc

a b c
=⇒ ?q0 q0 q1 q2

?q1 – q1 q2

?q2 – – q2

Entonces el sistema de produccionesP de la gramática será:

P = {q0 −→ aq0|a|bq1|b|cq2|c|ε, q1 −→ bq1|b|cq2|c, q2 −→ cq2|c}

SeaG = (ΣN , ΣT , P, $) una gramática lineal por la derecha, es decir,P ⊂ ΣN × (ΣT .ΣN ∪
ΣT ) ∪ {$ −→ ε}.

Construimos una autómata finitoM conL(M) = L(G), es decir, el autómata acepta el mismo
lenguaje que la gramática genera.

M = (Σ, Q, δ, q0, F ) = (ΣT , ΣN ∪ {f}, δ, $, {f})

es decir,

ΣT = Σ, los símbolos terminales de la gramática determinan los símbolos del autómata

Q = ΣN ∪ {f}, los símbolos no–terminales de la gramática determinan los estados del
autómata, y añadimos un nuevo estadof , es decir,f /∈ ΣN

q0 = $, el símbolo inicial de la gramática determina el estado inicial del autómata

Las transicionesδ están dadas por:
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Si A −→ σB es una producción deG, conA, B ∈ ΣN y σ ∈ ΣT , entonces añadimos la
transiciónδ(A, σ) = B.

Si A −→ σ es una producción deG, con A ∈ ΣN y σ ∈ ΣT , entonces añadimos la
transiciónδ(A, σ) = f .

Si $ −→ ε es una producción deG, entonces añadimos la transiciónδ($, ε) = f .

Observamos que el autómata construido es un autómata finito no–determinista (AFND) que
podemos convertir en un AFD si hace falta.

Ejemplo:

Para la gramática de arriba—renombrando los símbolos—convertimos

P = {$ −→ a$|a|bA|cB|c|ε, A −→ bA|b|cB|c, B −→ cB|c}

a la tabla de transiciones

a b c
=⇒ $ {$, f} {A} {B, f}

A – {A, f} {B, f}
B – – {B, f}
?f – – –

graafd

8.2. Equivalencia entre gramáticas lineales por la derecha y lin-
eales por la izquierda

Como era de esperar, gramáticas lineales por la derecha y gramáticas lineales por la izquierda
describen el mismo ‘fenómeno’, es decir, generan los lenguajes regulares.

SeaG = (ΣN , ΣT , P, $) una gramática lineal por la derecha, es decir,P ⊂ ΣN × (ΣN .ΣT ∪
ΣT ) ∪ {$ −→ ε}.

Construimos una gramáticaG′ = (Σ′
N , ΣT , P ′, $) lineal por la izquierda con el siguiente algorit-

mo en cuatro pasos:

1. Si el símbolo inicial$ deG aparece a la derecha en una producción deP , se sustitue$ en
dichas reglas de la siguiente manera:

Se introduce un nuevo símbolo no–terminal$′, es decir,Σ′
N = ΣN ∪ {$′}.
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Por cada regla de forma$ −→ α con α ∈ ΣN .ΣT ∪ ΣT se crea una nueva regla
$′ −→ α.

Cada regla de formaX −→ $σ (X ∈ ΣN , σ ∈ ΣT ) se sustitue porX −→ $′σ.

Si $ −→ ε ∈ P , se añade para cada reglaX −→ $σ (X ∈ ΣN , σ ∈ ΣT ) la regla
X −→ σ.

Con esas modificaciones obtenemos un nuevo sistema de produccionesP y un alfabeto de
variables o bienΣ′

N = ΣN o bienΣ′
N = ΣN ∪ {$′}.

2. Se crea un grafo dirigido con las siguientes propiedades:

El conjunto de nodos esΣ′
N ∪ {ε}.

Se añade una arista entre los nodesA y B con atributoσ, si existe una reglaA −→ σB
enP .

Se añade una arista entre los nodesA y ε con atributoσ, si existe una reglaA −→ σ
enP .

Se añade una arista entre los nodes$ y ε con atributoε, si existe la regla$ −→ ε en
P .

3. Se ‘inverte’ el grafo, más preciso:

Se intercambian los nodos$ y ε.

Se invierte la dirección de todas las aristas.

4. Se transforma el grafo obtenido en el conjunto de reglasP ′:

Para cada arista entreA y B con atributoα se crea una reglaA −→ Bα (A ∈
Σ′

N , B ∈ Σ′
N ∪ {ε} y α ∈ ΣT ∪ {ε}).

Ejemplo: Partimos de la gramática

G = ({$, A}, {0, 1}, {$ −→ ε|1A, A −→ 0$|0}, $)

1. el símbolo inicial$ aparece a la derecha entonces:

Introducimos un nuevo símbolo no–terminal$′.

Añadimos la regla$′ −→ 1A.

Sustituimos la reglaA −→ 0$ porA −→ 0$′

siendo$ −→ ε ∈ P , añadimos la reglaA −→ 0 (pero que ya está enP )

Queda el sistema de producciones intermedio como

P = {$ −→ ε|1A, A −→ 0$′|0, $′ −→ 1A}
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2. El grafo reflejando dichas reglas es:

graphldli

3. Y el grafo invertido es:

igraphldli

4. con lo cual obtenemos el conjunto de reglas:

P ′ = {$ −→ ε|A0, A −→ $′1|1, $′ −→ A0}

8.3. Lema de bombeo

Siendoa∗b∗ una expresión regular, podemos construir un autómata finito que acepta el lenguaje
así definido, también podemos construir para cualquiern ∈ IN fijo un autómata finito adecuado
(anbn sería una expresión regular extendida que define el lenguaje correspondiente que contiene
una sola palabra).

Pero no podemos construir un autómata finito que acepte el lenguaje:

Lab = {anbn | n ∈ IN} = {ε, ab, aabb, aaabbb, . . .}

donde el parámetron no es fijo, sino se quiere que haya tantasa’s comob’s.

¿Por qué no podemos construir tal autómata?

asumimos que tengamos un autómata finitoM conk estados que aceptaLab

anotamos los estados deM después de haber leído las palabrasai parai = 0, . . . , k (son
k + 1 palabras)

pues serán (usando la ampliación de la funciónδ):

δ∗(q0, ε), δ
∗(q0, a), δ∗(q0, aa), δ∗(q0, aaa), . . . , δ∗(q0, a

k)

Entonces, un estado tiene que aparecer por lo menos dos veces (se llama principio de los
cajones (pigeonhole principle): si se quiere poner más calcetines que hay cajones en los
cajones, por lo menos en un cajón acaban por lo menos dos calcetines)

es decir:δ∗(q0, a
i) = δ∗(q0, a

j) para algunosi 6= j
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Entonces:

δ∗(q0, a
ibj) = δ∗(δ∗(q0, a

i), bj)

= δ∗(δ∗(q0, a
j), bj)

= δ∗(q0, a
jbj) ∈ F

pues, el autómata también aceptaaibj, i 6= j que no debe hacer. ¡Una contradicción!

Entonces asumimos mal, es decir, no existe un autómata que acepteLab, o en otras pal-
abras,Lab no es regular.

Observamos el comportamiento del siguiente autómata:

afdcpl

w0 = 110 10
w1 = 110 010 10
w2 = 110 010010 10
w3 = 110 010010010 10

. . .
wk = x yk z

Lema (de bombeo para lenguajes regulares):SeaL un lenguaje regular (infinito). Entonces
existe unn ∈ IN de tal manera que cada palabraw ∈ L con |w| ≥ n se puede dividir en tres
partes,w = xyz cumpliéndose las tres propiedades:

1. y 6= ε

2. |xy| ≤ n

3. para todos losk ≥ 0 : xykz ∈ L

Comprobación (ideas principales):

SeaL un lenguaje regular (infinito).

Entonces existe un autómata finito deterministaM que aceptaL.

Sean el número de estados deM (n = |Q|).

Seaw una palabra con|w| ≥ n (tal palabra existe porqueL es infinito).

Entonces se visita un estado deM por lo menos dos veces.
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Escogemos el estado que se visita la primera vez dos veces, le llamamosq.

La parte dew que se lee hasta llegar la primera vez aq llamamosx (puede ser quex = ε).

La parte dew que se lee hasta llegar la segunda vez aq llamamosy (y 6= ε porque un bucle
en un AFD tiene aristas con símbolos).

La longitud|xy| ≤ n porque hemos recorrido un camino dondo solo un estado aparece dos
veces.

La parte que sobra para terminar aceptandow llamamosz.

Entonces dividimosw en tres partes, es decir,w = xyz.

M acepta tantoxz, comoxyz, como cualquierxykz para todos losk ≥ 0 porque podemos
recorrer el bucle dey tantas veces como queremos (esto se debe comprobar formalmente
con inducción).

Entonces, comprobamos de nuevo queLab no es regular, ahora usando el lema de bombeo:

Asumimos queLab sea regular.

El lema de bombeo nos garantiza la existencia de unn tal que se cumplen las propiedades
para palabrasw con|w| ≥ n.

(Pensamos...): Elegimosw = anbn. Obviamentew ∈ Lab y |w| = 2n ≥ n.

El lema de bombeo nos garantiza la existencia de una particiónw = xyz con y 6= ε,
|xy| ≤ n, y ∀k ≥ 0 : xykz ∈ Lab. (No conocemos la partición en concreto, pero sus
propiedades.)

Porque|xy| ≤ n el prefijoxy no contiene ningunab.

Porquey 6= ε la subpalabray contiene por lo menos unaa.

Todos lasbs están enz.

Tantoxz = xy0z ∈ Lab comoxy1z ∈ Lab peroxz contiene por lo menos unaa menos que
xyz (hemos quitadoy).

Eso es una contradicción porquexz no debe estar dentroLab.

EntoncesLab no puede ser regular.

Recetapara el uso del lema de bombeo:

Dado un lenguajeL.
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Queremos comprobar queL noes regular.

Comprobación con contradicción.

Asumimos queL sea regular.

El lema de bombeo garantiza la existencia de unn (pero no lo conocemos).

Buscamosw ∈ L (con un poco de sabiduría) que depende den, tal que|w| ≥ n

El lema de bombeo garantiza la existencia de la partición dew = xyz cumpliendo las 3
propiedades.

Comprobamos (con un poco de sabiduría) que, independiente de la partición dew en con-
creto (en los límites de las primeras dos propiedades), se produce una contradicción con la
tercera propiedad.

Podemos describir dicha ‘receta’ también como un juego para dos personas:

Juego para un lenguajeL.

Jugador 1 seleccionan.

Jugador 2 seleccionaw ∈ L con|w| ≥ n.

Jugador 1 selecciona particiónw = xyz cony 6= ε y |xy| ≤ n.

Jugador 2 seleccionak.

si xykz /∈ L gana jugador 2, sino gana jugador 1.

si jugador 2 puede ganar siempre, entoncesL no es regular.

El lema de bombeo es el jugador 1, ¿quién es el jugador 2?

OtroEjemplo:

Lquad = {0m | m es número cuadrado}

es decir, todas las cadenas de ceros que tienen un número cuadrado de símbolos.

Asumimos queLquad sea regular.

El lema de bombeo nos garantiza la existencia de unn tal que se cumplen las propiedades
para palabrasw con|w| ≥ n.
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(Pensamos...): Elegimosw = 0n2
. Obviamentew ∈ Lquad y |w| = n2 ≥ n.

El lema de bombeo nos garantiza la existencia de una particiónw = xyz con y 6= ε,
|xy| ≤ n, y ∀k ≥ 0 : xykz ∈ Lquad. (No conocemos la partición en concreto, pero sus
propiedades.)

Tantoxyz ∈ Lquad comoxy2z ∈ Lquad cony 6= ε.

Tenemos entonces:

n2 = |xyz| porque esw

< |xy2z| porque esy tiene una longitud> 0

= |xyz|+ |y|
≤ n2 + n porque si|xy| ≤ n también|y| ≤ n

< n2 + 2n + 1

= (n + 1)2

Eso es una contradicción porquexy2z no puede ser una palabra cuya longitud es un número
cuadrado entre dos números cuadrados consecutivos.

EntoncesLquad no puede ser regular.

Dos comentarios más:

Este lema de bombeo solo garantiza una propiedad para lenguajes regulares, es decir, todos
los lenguajes regulares (infinitos) la tienen, pero pueden existir más lenguajes que la ten-
gan, o en otras palabras, pueden existir lenguajesL donde encontramos taln y la división
dew enxyz con todas las propiedades, peroL no es regular.

Con el lema de bombeo también se puede derivar: si talw /∈ L entoncesxykz /∈ L (el
argumento es fácil: no hace falta que lleguemos a una estado final en la comprobación, lo
importante eran los caminos recorridos).

Reglas de mano:

Un lenguaje es regular si independientemente de la longitud de la palabra de entrada, hay
que memorizar solamente una cantidad constante de información (en el caso deLab de-
beríamos memorizar el número dea’s que no es constante).

La comprobación formal se realiza con el lema de bombeo.

El lema de bombeo se usa para comprobar que un lenguajeno es regular, para comprobar
que es regular, por ejemplo, se construye un autómata finito, una expresión regular, o una
grámatica de tipo 3.
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Pero ojo, existen lenguajes regulares que tienen que ver con números:

Ltres = {w | w es codificación de un número divisible por 3}

Ejercicio: contruye un autómata finito que acepteLtres.

9. Propiedades, algoritmos de decisión,
y aplicaciones para lenguajes regulares

La clase de los lenguajes regulares es una clase de alguna manera muy ‘robusta’: hay muchas
posibilidades de describir los lenguajes y exhiben un gran número de propiedades de clausura,
como vemos ahora.

9.1. Propiedades de lenguajes regulares

SeanL1 y L2 dos lenguajes regulares.

Unión: L = L1∪L2 es regular, porque podemos construir una expresión regular paraL, teniendo
las expresiones regulares paraL1 y L2, más preciso: conL1 = L(α) y L2 = L(β) tenemos
L = L((α + β))

Concatención: L = L1.L2 es regular, porque podemos construir una expresión regular paraL,
teniendo las expresiones regulares paraL1 y L2, más preciso: conL1 = L(α) y L2 = L(β)
tenemosL = L(αβ)

Clausura: L = L∗
1 es regular, porque podemos construir una expresión regular paraL, teniendo

la expresión regular paraL1, más preciso: conL1 = L(α) tenemosL = L((α)∗)

Complemento: L = L1 = Σ∗ − L1 es regular, porque podemos construir, dado un AFD com-
pleto M1 que aceptaL1, un AFD M que aceptaL simplemente ‘invertiendo’ sus esta-
dos finales, es decir, los estados no finales deM1 serán los estados finales deM y los
finales se convierten en los no finales, entonces, siM1 = (Σ, Q, δ, q0, F ) construimos
M = (Σ, Q, δ, q0, Q− F ).

Intersección: L = L1 ∩ L2 es regular, porque con las reglas de DeMorgan obtenemosL =

L1 ∪ L2 = L1 ∪ L2. Complemento y unión producen lenguajes regulares, como visto
antes. Dicha construcción es bastante laborosa, abajo vemos una construcción directa y
simple.
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Diferencia: L = L1−L2 es regular, porque se puede expresar la diferencia comoL = L1−L2 =
L1 ∩ L2 = L1 ∩ (Σ∗ − L2) y las operaciones usadas mantienen la regularidad.

En vez de usar la lógica booleana, es decir, aplicando las reglas de DeMorgan, se puede construir
directamente un autómata que acepta el lenguajeL = L1 ∩ L2.

La idea principal es, simular en paralelo en un solo autómata (digamos autómata de producto)
las transiciones de los dos autómatas (por ejemplo finitos deterministas y completas) paraL1 y
L2.

Entonces seanM1 = (Σ1, Q1, δ1, q1, F1) y M2 = (Σ2, Q2, δ2, q2, F2) los dos AFDs completos
que aceptanL1 y L2, es decir,L1 = L(M1) y L2 = L(M2).

Construimos el AFD completoM que aceptaL = L1 ∩ L2 = L(M) como

M = (Σ, Q, δ, q0, F )

donde

asumimos queΣ = Σ1 = Σ2, es decir, usamos solamente los símbolos comunes. Es fácil
eliminar enM1 y enM2 todas las dependencias de símbolos superflues antemano en caso
que haya.

Q = Q1 ×Q2, es decir, el producto cartesiano de los estados deM1 y M2.

δ es la función de transición con

δ((p, q), σ) = (δ1(p, σ), δ2(q, σ))

parap ∈ Q1, q ∈ Q2 y σ ∈ Σ.

q0 = (q1, q2), es decir, la pareja de los dos estados iniciales

F = F1×F2, es decir, todas las parejas donde ambos estados son estados finales de ambos
autómatas.

Ejemplo:

afdprod

Obviamente la construcción funciona igual con autómatas finitos no–deterministas (AFND).

Homomorfismo: a lo mejor lo incluyo.
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9.2. Algoritmos de decisión de lenguages regulares

Pertenencia: ¿w ∈ L? sí, se puede contestar la pregunta (es decir, es un problema computable),
porque

construimos un AFDM que acepteL

simulamos su comportamiento leyendo la palabraw

si acabamos en un estado final,w está enL, sinow no está enL

Vaciedad: ¿L = ∅? sí, se puede contestar la pregunta (es decir, es un problema computable)
porque

construimos un autómata que acepteL

analizamos el grafo del autómata para averiguar si existe un camino desde el estado
incial hacia un estado final (dicho proceso resulta más fácil, si se añade un estado y
se conecta todos los estados finales a este estado, así basta buscar un camino entre el
estado inicial y el estado añadido)

si existe tal camino, entoncesL no es vacío, sinoL es vacíolrempty

Cardinalidad: ¿|L| < ∞? sí, se puede contestar la pregunta (es decir, es un problema com-
putable) porque

construimos un autómata que acepteL

analizamos el grafo del autómata para averiguar si existe un ciclo en un camino entre
el estado inicial y algún estado final

si existe tal ciclo, entoncesL es infinito, sinoL es finito

Igualidad: ¿L1 = L2? sí, se puede contestar la pregunta (es decir, es un problema computable)
porque

construimos los autómatas finitos deterministas y mínimos que aceptenL1 y L2

comparamos la estructura de los grafos de ambos autómatas

si son iguales, entonces ambos lenguajes son iguales, sino son diferentes
(Nota: comparar dos grafos generales y decidir si son iguales ,es decir, el problema de
isomorfía de grafos, es un problema que se puede calcular, pero todavía no se conoce
el algoritmo óptimo. Para los AFD mínimos se reduce la complejidad porque las
aristas llevan atributos y se conoce ambos estados iniciales que tengan que coincidir.
)
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9.3. Aplicaciones para lenguajes regulares

Análisis sintáctico: El trabajo de un compilador es la traducción de algún código fuente (escrito
en un lenguaje de programacón, es decir, el código fuente no es nada más que una palabra
(larga) sobre el alfabeto de los símbolos permitidos) en una serie de instrucciones para un
procesador.

En la primera fase, el compilar analiza lexicográficamente el texto, es decir, transforma con
la ayuda de autómatas finitos, el texto continuo en una secuencia de entidades, llamadas
token, por ejemplo, palabras claves, valores numéricos, operadores, comentarios, etc.

Existen herramientas para el desarrollador que ayudan en la construcción de dichos autó-
matas, cuyas entradas suelen ser expresiones regulares y código de acción y cuyas salidas
son programas que realizan la tarea del análisis lexicográfico. Un ejemplo eslex para un
sistema Unix.

Búsqueda de palabras en texto:Existen herramientas para el desarrollador que ayudan en la
búsqueda de secuencias de texto descritas por expresiones regulares. Un ejemplo esgrep
para un sistema Unix o comandos internos a editores como elvi o emacs.

Diagramas de estados en UML:El lenguaje UML (unified modeling language) se usa para la
descripción durante el proceso de desarrollo de software. El lenguaje gráfico usa diferentes
tipos de diagramas para este fin. Uno de ellos son los diagramas de estados que visualizan
el cambio de estados de los objetos debido al paso de mensajes entre ellos.

10. Lenguajes libres de contexto

Lo que ya visto:

Lab = {anbn | n ≥ 0}
Labc = {anbncn | n ≥ 0}
Lpal = {w | w ∈ {0, 1}∗, w = vvR}
Ldup = {w | w ∈ {0, 1}∗, w = vv}

Lquad = {0n2 | n número cuadrado}
Lprim = {0n | n número primo}

L() = {w | w ∈ {(, )}∗, w correcto}
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Una gramáticalibre de contextoes una cuádrupla

G = (ΣN , ΣT , P, $)

donde

ΣN es un alfabeto de símbolos no–terminales (o variables)

ΣT es un alfabeto de símbolos terminales (o constantes)

P ⊂ ΣN × (ΣN ∪ ΣT )+ ∪ {$ −→ ε} es un sistema de producciones (o reglas)

$ ∈ ΣN es el símbolo inicial

Es decir, la definición de las gramáticas libres de contexto nos da mucha libertad para el sistema
de producciones.

Por eso (y también para otros objetivos como por ejemplo mostrar que existe un tipo de autómata
que justamente acepta lenguajes libres de contexto como veremos en adelante) se ha desarrollado
formas normales de la representación de gramáticas libres de contexto, es decir, se transforma el
sistema de producciones de la gramática de tal manera que no se varía el lenguaje generado pero
las reglas tengan cierta propiedad.

Especialmente la definición arriba exluye reglas de formaX −→ ε siendoX un símbolo no–
terminal diferente a$, sin embargo, si permitesemos tales producciones, es decir, permitirP ⊂
ΣN × (ΣN ∪ ΣT )∗, obtendríamos los mismos lenguajes, porque, como veremos a continuación,
dichas producciones se pueden eliminar sin cambiar el lenguaje que genera la gramática.

10.1. Forma Normal de Chomsky

SeaG = (ΣN , ΣT , P, $) una gramática conP ⊂ ΣN × (ΣN ∪ ΣT )∗ y X ∈ ΣN un símbolo
no–terminal (o una variable). Podemos clasificar tales símbolosX en tres clases:

variables acesibles:si existe una derivación desde el símbolo inicial que contieneX, es decir,
existe$ −→∗ αXβ dondeα, β ∈ Σ∗.

variables generativas: si existe una derivación desde el la variable que produce una sentencia
w, es decir, existeX −→∗ w dondew ∈ Σ∗

T .

variables útiles: si existe una derivación desde el símbolo inicial usandoX que produce una
sentenciaw, es decir, existe$ −→∗ αXβ −→∗ w dondeα, β ∈ Σ∗ y w ∈ Σ∗

T .

Unagramática está en forma normal de Chomsky(FNC)
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si G (es decir, suΣN ) solamente contiene variables útiles y

si todas las producciones deG (es decir, en suP ) son

• o bien de la formaX −→ Y Z conX,Y, Z ∈ ΣN

• o bien de la formaX −→ σ conX ∈ ΣN y σ ∈ ΣT

si $ (es decir, el símbolo inicial deG) no aparece al lado derecho de ninguna producción,
también está permitido que$ −→ ε ∈ P .

La tercera condición es necesaria para poder derivarε. Si $ aparece a la derecha, primero habrá
que sustituir las producciones implicadas adecuadamente como lo vimos en la conversión de una
gramática lineal por la derecha a una gramática lineal por la izquierda.

Observamos:

la primera condición garantiza que todas las variables son necesarias para derivar por lo
menos una sentencia.

la segunda condición garantiza que un árbol de derivación es un árbol binario.

Obviamente cualquier gramática en forma normal de Chomsky es una gramática libre de contexto
que se verifica directamente analizando la forma de producciones permitidas.

Pero también es valido la otra dirección: para cualquier lenguaje libre de contexto existe una
gramática en forma normal de Chomsky, que genera el mismo lenguaje.

La comprobación de este hecho detallamos con la siguiente construcción donde a partir de una
gramática libre de contexto dada, elaboramos una nueva gramática en forma normal de Chomsky.

SeaL un lenguaje libre de contexto yG = (ΣN , ΣT , P, $) una gramática que genereL (es decir
L = L(G)).

La construcción sigue 5 pasos (asumimos queε /∈ L, eso remediamos al final):

1. eliminamos las variables inútiles

2. modificamos las reglas para que no haya mezcla de variables y constantes en las partes
derechas de las producciones y para que todas las reglas con constantes tengan la forma
X −→ σ

3. sustituimos las reglas cuya longitud de su parte derecha es> 2

4. sustituimos las reglas de tipoX −→ ε

5. sustituimos las reglas de tipoX −→ Y , las reglas unitarias.
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Las gramáticas después de cada paso llamamosG = G0, G1, G2, . . . , G5 = GFNC respectiva-
mente.

Usamos la siguiente gramática inicial

G0 = ({$, A,B,C, D, E, F}, {a, b, c}, P0, $)

dondeP0 contenga las siguientes producciones:

$ −→ bDD | Ca | bc
A −→ B | aCC | baD

B −→ cBD | ε | AC

C −→ bD | aBA

D −→ CD | a | EF

E −→ Eb

F −→ a

como ejemplo para realizar todos los pasos.

1. Sabiendo que una variable es inútil si es no–generativa o inacesible realizamos dos subpa-
sos:

a) eliminamos primero las variables no–generativasN (y todas las reglas con ellas)
llamando a la gramática resultanteG′

1,

b) eliminamos después las variables inacesiblesI (y todas las reglas con ellas).

Para ello recorremos en forma estructurada las variables y reglas:

a) para calcularN empezamos con aquellas variables que producen directamente sen-
tencias (incluyendoε) y seguimos el uso de reglas con dichas variables para producir
así sucesivamente sentencias (o en otras palabras: ‘seguimos las reglas desde el lado
derecho hacia el lado izquierdo para obtener así la información sobre las variables’).
Una forma de realizar dicho recorrido es empezar conN = ΣN y borrar del conjunto
todas aquellas variables que o bien directamente deriven una sentencia o bien lo hacen
indirectamente.
Se observa que solamenteE es un símbolo no–generativo, es decir,N = {E}, P ′

1

entonces es:

$ −→ bDD | Ca | bc
A −→ B | aCC | baD

B −→ cBD | ε | AC

C −→ bD | aBA

D −→ CD | a
F −→ a
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b) para calcularI empezamos con el símbolo inicial y veremos a cuales de las variables
se puede llegar directamente y seguimos el uso de reglas con dichas variables para
llegar así sucesivamente a nuevas variables (o en otras palabras: ‘seguimos las reglas
para obtener así la información sobre las variables acesibles’). Dicho algoritmo es
una exploración de un grafo de dependencia parecido al algoritmo que vimos para
detectar estados no-acesibles en un autómata finito.
Se observa que solamenteF es un símbolo inacesible, es decir,I = {F}, P1 entonces
es:

$ −→ bDD | Ca | bc
A −→ B | aCC | baD

B −→ cBD | ε | AC

C −→ bD | aBA

D −→ CD | a

EntoncesG1 no contiene símbolos inútiles.

2. Añadimos para cada símbolo terminalσ una reglaWσ y sustituimosσ en todas las reglas
deP1, P2 entonces es:

$ −→ WbDD | CWa | WbWc

A −→ B | WaCC | WbWaD

B −→ WcBD | ε | AC

C −→ WbD | WaBA

D −→ CD | Wa

Wa −→ a

Wb −→ b

Wc −→ c

EntoncesP2 solamente contiene reglas con partes derechas siendoε, un símbolo terminal,
o una palabra de variables.

3. Sustituimos cada regla del tipoX −→ Y1Y1 . . . Yk conk > 2 por las reglas:

X −→ Y1X1

X1 −→ Y2X2

... −→ ...

Xk−3 −→ Yk−2Xk−2

Xk−2 −→ Yk−1Yk
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donde lasXi son nuevas variables,P3 entonces es:

$ −→ Wb$1 | CWa | WbWc

$1 −→ DD

A −→ B | WaA1 | WbA2

A1 −→ CC

A2 −→ WaD

B −→ WcB1 | ε | AC

B1 −→ BD

C −→ WbD | WaC1

C1 −→ BA

D −→ CD | Wa

Wa −→ a

Wb −→ b

Wc −→ c

EntoncesP3 solamente contiene reglas con partes derechas siendoε, un símbolo terminal,
o una palabra de una o dos variables.

4. Eliminamos las reglas que producenε, ¡ojo! tenemos que distinguir entre variables que
solamente producenε y aquellas que también producenε.

Entonces, el paso se realiza en 3 partes:

Calculamos los conjuntos de variables
E = {V | V −→∗ ε} (las variables que posiblemente producenε) y
Eε = {V | V −→∗ ε y no existeV −→∗ w conw 6= ε} ⊂ E (las variables que solo
producenε).

Se calculan los conjuntos aplicando el mismo algoritmo que usamos en el primer
paso para detectar variables no–generativas.

Añadimos para cada regla del tipoX −→ Y Z

• X −→ Y si Y /∈ Eε y Z ∈ E

• X −→ Z si Y ∈ E y Z /∈ Eε.

Eliminamos

• todas las reglas de tipoX −→ ε,

• todas las reglas de tipoX −→ Y conY ∈ Eε, y

• todas las reglas de tipoX −→ Y Z conY, Z ∈ Eε.
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En el ejemplo tenemos:E = {A, B, C1}, Eε = ∅, y por esoP4 es:

$ −→ Wb$1 | CWa | WbWc

$1 −→ DD

A −→ B | WaA1 | WbA2

A1 −→ CC

A2 −→ WaD

B −→ WcB1 | AC | C
B1 −→ BD | D
C −→ WbD | WaC1 | Wa

C1 −→ BA | A | B
D −→ CD | Wa

Wa −→ a

Wb −→ b

Wc −→ c

5. Para eliminar las reglas unitarias, es decir, reglas de tipoX −→ Y procedemos:

Calculamos el conjunto de las reglas unitariasU = {(X,Y ) | X −→∗ Y } (¡ojo! no
basta con(X, Y ) ∈ U si X −→ Y , hay que calcular la clausura transitiva). Dicho
cálculo se realiza de forma parecida como lo vimos para el cálculo de la clausura
transitiva de las transicionesε en los AFND–ε.

Partimos del conjunto que contiene todas las reglas unitarias del sistema de produc-
ciones, es decir

U1 = {(X, Y )|X −→ Y ∈ P}

Después construimosU2 insertando para cada par de parejas(X, Y ), (Y, Z) ∈ U1

la pareja(X, Z), o en general, construimosUi insertando para cada par de parejas
(X, Y ), (Y, Z) ∈

⋃
j<i Uj la pareja(X, Z).

Seguimos con el procedimiento hasta que encontramosUi vacía para ciertoi, es decir,
no se ha añadido nada más. (El índicei deUi nos indica con cuantos ‘saltos’ como
mucho podemos llegar.) El algoritmo termina (porque el número de producciones es
finito) y finalmente obtenemos

U =
∞⋃
i=1

Ui

Nota: El cálculo de la clausura transitiva en un grafo dirigido es una operación que
se necesita en muchos ámbitos de la informática (por ejemplo en bases de datos rela-
cionadas). Nosotros ya lo usamos en el contexto de los autómatas finitos. El algoritmo
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especificado arriba tiene un tiempo de ejecución cuadrático en el número de produc-
ciones iniciales. Los mejores algoritmos tienen un comportamiento deO(ne+n+ e)
en tiempo de ejecución (donden es el número de nodos ye el número de aristas en
el grafo), pero algunos de ellos se comportan en casos prácticos linealmente respecto
al tamaño de entrada (número de arista).

Para cada(X, Y ) ∈ U y para cada reglaY −→ α que no es regla unitaria, añadimos
una reglaX −→ α.

Eliminamos todas las reglas unitarias.

$ −→ Wb$1 | CWa | WbWc

$1 −→ DD

A −→ B | WaA1 | WbA2

A1 −→ CC

A2 −→ WaD

B −→ WcB1 | AC | C
B1 −→ BD | D
C −→ WbD | WaC1 | Wa

C1 −→ BA | A | B
D −→ CD | Wa

Wa −→ a

Wb −→ b

Wc −→ c

En el ejemplo tenemos:

U1 = {(A, B), (B, C), (B1, D), (C, Wa), (C1, A), (C1, B), (D, Wa)}
U2 = {(A, C), (B, Wa), (B1, Wa), (C1, C)}
U3 = {(A, Wa), (C1, Wa)}
U4 = ∅

y por esoP5, el sistema de producciones final, queda en:

$ −→ Wb$1 | CWa | WbWc

$1 −→ DD

A −→ WcB1 | AC | WaA1 | WbA2 | WbD | WaC1 | a
A1 −→ CC

A2 −→ WaD
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B −→ WcB1 | AC | WbD | WaC1 | a
B1 −→ BD | CD | a
C −→ WbD | WaC1 | a
C1 −→ BA | WaA1 | WbA2 | WcB1 | AC | WbD | WaC1 | a
D −→ CD | a

Wa −→ a

Wb −→ b

Wc −→ c

Observamos en la construcción:

En ningún paso hemos añadido variables inútiles.

Si hemos borrado reglas, hemos asegurado que todas las variables siguen siendo útiles.

Después de cada paso la gramática resultante genera el mismo lenguaje, es decir,L(G0) =
L(G1) = . . . = L(G5).

Como se observa, la gramáticaG5 es en forma normal de Chomsky.

Si el lenguaje de partidaL contiene la palabra vacía (ε ∈ L) entonces se detecta en el pasa 4
que el símbolo inicial pertenece aE (o incluso aEε), en este caso eliminamos con un nuevo
símbolo, por ejemplo$′, la aparencia de$ en los lados derechos y añadimos la regla$ −→ ε. Tal
gramática sigue estando en forma normal de Chomsky y generaL.

Notas:

El cálculo de los conjuntosN , I, E, Eε, y U que se necesitan para sucesivamente modificar
los sistemas de producciones se realiza con un recorrido estructurado sobre las variables y
producciones.

Dado que durante el proceso hemos eliminado producciones, puede ser que también en
el alfabeto de los símbolos terminalesΣT hay símbolos superfluos, es decir, que no se
pueden producir con las producciones restantes. Dichos símbolos se pueden borrar deΣT

sin que se cambie el lenguaje generado.

Cuando eliminamos las reglas unitarias hemos eliminado implíctamente las reglas innece-
sarias de tipoX −→ X que también se podría borrar ya antemano en un paso previo.

Existen otras fuentes que primero realizan la eliminación de las reglas nulas y de las reglas
unitarias antes de demezclar y reducir las partes derechas de las reglas. Eso es posible
pero el cálculo deE y Eε es más complejo y las reglas de ampliación y eliminación no se
limitan a dos, respectivamente tres, casos simples como descritos arriba en el paso 4.
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10.2. Forma Normal de Greibach

Veremos otra posible normalización de gramáticas que nos sirve más adelante para construir
cierto tipo de autómatas.

Unagramática es en forma normal de Greibach(FNG) si

G (es decir, suΣN ) solamente contiene variables útiles

todas las producciones deG (es decir, en suP ) son de la formaX −→ σΥ dondeσ ∈ ΣT

y Υ ∈ Σ∗
N , es decir, todas las reglas tienen como primer símbolo en sus partes derechas un

símbolo terminal que es seguido por una palabra de variables.

(porque así no se podría derivarε) si $ (es decir, el símbolo inicial deG) no aparece al lado
derecho de una producción, también está permitido que$ −→ ε ∈ P

Obviamente cualquier gramática en forma normal de Greibach es una gramática libre de contexto
que se verifica directamente analizando la forma de producciones permitidas.

Una interesante propiedad es: para cualquier lenguaje libre de contexto existe una gramática en
forma normal de Greibach, que genera el lenguaje.

La comprobación de este hecho detallamos con la siguiente construcción, donde a partir de una
gramática libre de contexto dada elaboramos una nueva gramática en forma normal de Greibach.

SeaL un lenguaje libre de contexto yG = (ΣN , ΣT , P, $) una gramática que genereL (es decir
L = L(G)).

La construcción sigue 4 pasos (asumimos queε /∈ L, eso remediamos al final):

1. construimos una gramática equivalente en forma normal de Chomsky

2. sustituimos las reglas recursivas a la izquierda, es decir, reglas de tipoX −→ XY

3. establecemos un orden en las variables, es decirΣN = {X1, X2, . . . , Xn} de tal manera
que todas las reglas serán de tipoXi −→ XjY coni < j, Y ∈ ΣN

4. sustituimos las reglas que no tengan un símbolo terminal como primer símbolo en su parte
derecha.

Las gramáticas después de cada paso llamamosG = G0, G1, G2, . . . , G4 = GFNG respectiva-
mente.

Usamos la misma gramática inicial como en el apartado anterior

G0 = ({$, A,B,C, D, E, F}, {a, b, c}, P0, $)
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dondeP0 contenga las siguientes producciones:

$ −→ bDD | Ca | bc
A −→ B | aCC | baD

B −→ cBD | ε | AC

C −→ bD | aBA

D −→ CD | a | EF

E −→ Eb

F −→ a

como ejemplo para realizar todos los pasos.

1. La transformación a FNC hicimos arriba. Entonces ya tenemosP1 como

$ −→ CWa | Wb$1 | WbWc

$1 −→ DD

A −→ AC | WcB1 | WaA1 | WbA2 | WbD | WaC1 | a
A1 −→ CC

A2 −→ WaD

B −→ AC | WcB1 | WbD | WaC1 | a
B1 −→ BD | CD | a
C −→ WbD | WaC1 | a
C1 −→ AC | BA | WaA1 | WbA2 | WcB1 | WbD | WaC1 | a
D −→ CD | a

Wa −→ a

Wb −→ b

Wc −→ c

solo reordenado, para que aparezcan las partes derechas con variables al principio al comien-
zo de las listas.

2. Para cada producción recursiva a la izquierda, es decir, regla de tipoX −→ Xα con
X ∈ ΣN y α ∈ Σ se realiza los siguientes 3 pasos:

se sustitueX −→ Xα porX −→ αY siendoY una nueva variable

se añade las reglasY −→ αY | α
para cada reglaX −→ β se añadeX −→ βY si β no comienza conX
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En P1 hay una regla recursiva a la izquierda:A −→ AC. Entonces, la sustituimos por
A −→ CA3, añadimosA3 −→ CA3 | C y añadimos las demás reglas paraA, y resulta el
conjuntoP2:

$ −→ CWa | Wb$1 | WbWc

$1 −→ DD

A −→ CA3 | WcB1 | WaA1 | WbA2 | WbD | WaC1 | a |
WcB1A3 | WaA1A3 | WbA2A3 | WbDA3 | WaC1A3 | aA3

A1 −→ CC

A2 −→ WaD

A3 −→ CA3 | C
B −→ AC | WcB1 | WbD | WaC1 | a

B1 −→ BD | CD | a
C −→ WbD | WaC1 | a
C1 −→ AC | BA | WaA1 | WbA2 | WcB1 | WbD | WaC1 | a
D −→ CD | a

Wa −→ a

Wb −→ b

Wc −→ c

Entonces las reglas enP2 tienen de nuevo diferentes longitudes en sus partes derechas
(incluso puede ser que haya reglas unitarias).

3. (por incluir)

4. (por incluir)

Dado que con una gramática en forma normal de Greibach se genera con cada producción exac-
tamente un símbolo terminal, cada palabra derivable con tal gramática tiene una derivación igual
a la longitud de la palabra.

Ojo, eso no significa que se puede encontrar una derivación en tiempo lineal, porque es posible
que en un momento se puede aplicar más de una regla.

10.3. Lema de bombeo para lenguajes libres de contexto

Igual como lo hemos visto para lenguajes regulares existe una propiedad que todos los lenguajes
libres de contexto cumplen:
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Lema (de bombeo para lenguajes libres de contexto):SeaL un lenguaje libre de contexto
(infinito). Entonces existe unn ∈ IN de tal manera que cada palabraz ∈ L con|z| ≥ n se puede
dividir en cinco partes,z = uvwxy cumpliéndose las tres propiedades:

1. |vx| ≥ 1

2. |vwx| ≤ n

3. para todos losk ≥ 0 : uvkwxky ∈ L

Idea de la comprobación:

partimos de la FNC de la gramática, es decir, las reglas son de las formasX −→ Y Z o
X −→ σ

el árbol para una palabra (suficientemente larga) será un árbol binario

si |z| ≥ 2k+1 entonces el árbol tiene una altura por lo menos dek+1, es decir, se encuentran
k + 1 variables en un camino desde la raíz hacia alguna hoja

entonces, si hay solamentek variables en el alfabetoΣN , se tiene que repetir una variable,
seaX, en un camino desde la raíz hasta una hoja

observamos los dos subárboles con dicha variabledesde abajo

lblibre0

vemos:|vx| ≥ 1 porque se tiene que derivar algo desdeX dado que tenemos una FNC y
el árbol se bifurca enX

vemos:|vwx| ≤ n porque la altura del subárbol hacia el segundoX es como muchok

vemos: para todos losk ≥ 0 : uvkwxky ∈ L porque podemos eliminarv y x o sustituir
cuantas veces como queremos el subárbol debajo deX adecuadamente

lblibre1

El uso del lema de bombeo es parecido a su uso en el caso de los lenguajes regulares, se puede
comprobar que ciertos lenguajes no son libres de contexto.

Ejemplo: InvestigamosLabc = {anbncn | n ≥ 1}.

Asumimos queLabc sea libre de contexto.

El lema de bombeo nos garantiza la existencia de unn tal que se cumplen las propiedades
para palabrasz con|z| ≥ n. (No conocemosn en concreto, solo su existencia.)
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(Pensamos...): Elegimosz = anbncn. Obviamentez ∈ Labc y |z| = 3n ≥ n.

El lema de bombeo nos garantiza la existencia de una particiónz = uvwxy con |vx| ≥ 1,
|vwx| ≤ n, y ∀k ≥ 0 : uvkwxky ∈ Labc. (No conocemos la partición en concreto, pero sus
propiedades.)

(Pensamos...): Porque|vwx| ≤ n el vwx no puede contenera’s, b’s, y c’s al mismo tiempo.

Entoncesvx tampoco, es decir,vx contiene como mucho dos símbolos diferentes.

Porque|vx| ≥ 1 la subpalabravx contiene por lo menos un símbolo.

uv0wx0y = uwy ∈ Labc pero hemos borrado como mucho dos tipos de símbolos.

Eso es una contradicción.

EntoncesLabc no puede ser libre de contexto.

11. Autómatas finitos con pila (AFP)

11.1. Motivación

Ya sabemosLab = {anbn | n ∈ IN} no es regular (comprobamos con el lema de bombeo o con
el teorema de Myhill–Nerode).

PeroLab es libre de contexto con la siguiente gramática:

G = (ΣN , ΣT , P, $)

= ({$}, {a, b}, {$ −→ a$b|ε}, $)

Otro ejemplo parecido es: expresiones matemáticamente correctas de diferentes tipos de parén-
tesisΣT = {[, ], 〈, 〉, (, )}, por ejemplo,( ( ] ] ) 〉 ) es incorrecto y[ ( [ ] ) 〈 ( ) 〉 ] es correcto.

L() = {w | w ∈ Σ∗
T , w es correcto}

es libre de contexto, con el sistema de producciones

P = {$ −→ $$ | ($) | [$] | 〈$〉 | ε}
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L() no es regular, porque ya[n]n no es regular.

¿Podemos construir un tipo de autómata que acepta una palabra deL()?

Idea: usamos una pila para memorizar lo que se ha leído:

Las paréntesis que abren ponemos en la pila.

Si vemos una parentesis que cierre la cima de la pila tiene que ser su homóloga y la quita-
mos de la pila.

Al final, la pila tiene que estar vacía.

Eso era bastante fácil, ampliamos las posibilidades algo más, permitimos

que el autómata pueda tener varios (número finito) estados (parecido a los AFD, pero
veremos que basta con un estado);

que el autómata sea no–determinista (veremos que habrá una diferencia entre AFPDs y
AFPNDs);

que exista la posibilidad de transicionesε;

que acepte con pila vacía o con estados finales (veremos que ambas formas son equiva-
lentes);

que existan más símbolos para la pila;

que se apile más de un símbolo a la vez;

que se disponga de un símbolo inicial en la pila.

11.2. Autómatas finitos con pila no–deterministas (AFPND)

Un autómata finito con pila no–determinista (AFPND) es una séptupla

M = (Σ, Γ, Q, δ, q0, c0, F )

donde

Σ es un alfabeto de entrada.

Γ es un alfabeto de pila (Γ = Σ es posible).

Q es un conjunto de estados,|Q| < ∞.
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q0 ∈ Q es el estado inicial.

c0 ∈ Γ es el símbolo inicial de la pila.

F es el conjunto de estados finales (puede ser el conjunto vacía).

δ es la función de transición

δ : Q× (Σ ∪ {ε} × Γ −→ W<∞(Q× Γ∗)

dondeW<∞ sea el conjunto de subconjuntos finitos.

Es decir, el comportamiento del autómata depende en cada transición

• del estado actual

• posiblemente del siguiente símbolo de la entrada

• del símbolo en la cima de la pila

y se modifica el autómata en el sentido que

• se cambia (posiblemente) del estado

• se consume (posiblemente) el siguiente símbolo de la entrada

• se modifica (posiblemente) el contenido de la cima de la pila.

Para el ejemplo de arriba obtenemos el autómata

M() = ({(, ), 〈, 〉, [, ]}, {(, 〈, [, #}, {q0, q1}, δ, q0, #, ∅)

con

δ(q0, (, γ) = {(q0, (γ)} ∀γ ∈ Γ

δ(q0, 〈, γ) = {(q0, 〈γ)} ∀γ ∈ Γ

δ(q0, [, γ) = {(q0, [γ)} ∀γ ∈ Γ

δ(q0, ), () = {(q0, ε)}
δ(q0, 〉, 〈) = {(q0, ε)}
δ(q0, ], [) = {(q0, ε)}

δ(q0, ε, #) = {(q1, ε)}

Observa

que escribimos en las expresiones arriba el contenido de la pila como los árabes: desde la
derecha hacia la izquierda,
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que el autómata no está completo, pero se podría completar añadiendo transiciones ade-
cuados en un estado “sin salida” que ya no varía la pila.

También podemos dibujar autómatas con pila, por ejemplo de la siguiente manera:

afp

Es decir, dibujamos el grafo parecido como lo hemos hecho para los AFND–ε: los vértices del
grafo representan los estados del autómata y las aristas representan las transiciones. Ampliamos
las etiquetas de las aristas con los cambios en la cima de la pila.

Podemos pensar de un autómata con pila como un dispositivo que lee desde una cinta con sím-
bolos, realiza cambios de estados internamente, y maneja una pila de la forma descrita:

autopila

Otro ejemplo; construimos un AFP para el lenguaje

LvvR = {w | w ∈ {0, 1}∗, w = vvR}

es decir, los palíndromos con longitud par.

Idea:

Adivinamos (no–determinismo) dónde acabav.

Copiamos toda la palabrav a la pila.

Verificamos el resto dew, que debe servR, con el contenido de la pila, es decir, la pila
debe estar vacía una vez haber leído toda la palabraw.

Un AFPND será el siguiente:

MvvR = ({0, 1}, {0, 1, #}, {q0, q1, q2}, δ, q0, #, ∅)

con

δ(q0, 0, γ) = {(q0, 0γ)} ∀γ ∈ Γ

δ(q0, 1, γ) = {(q0, 1γ)} ∀γ ∈ Γ

δ(q0, ε, γ) = {(q1, γ)} ∀γ ∈ Γ

δ(q1, 0, 0) = {(q1, ε)}
δ(q1, 1, 1) = {(q1, ε)}
δ(q1, ε, #) = {(q2, ε)}

afpvv
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¿Cómo comprobamos que es correcto?

Dado que el contenido de la pila influye en el comportamiento del autómata necesitamos una
notación para describir los cálculos del autómata.

La configuración (o descripción instantánea)C de un AFPM = (Σ, Γ, Q, δ, q0, c0, F ) es la
tripla (q, u, v) donde

q ∈ Q es el estado actual

u ∈ Σ∗ es lo que queda por leer de la entrada

v ∈ Γ∗ es el contenido actual de la pila

La configuración inicial C0 entonces es(q0, w, c0).

Si el autómata está en configuraciónC podemos definir que es una posible siguiente configu-
ración, es decir, después de haber realizado un paso en el cálculo.

C ′ = (q′, u, zv) es configuración sucesorade C = (q, σu, γv) (es decir,σ es el siguiente
símbolo de la entrada yγ la cima de la pila), si(q′, z) ∈ δ(q, σ, γ) y, para las transicionesε,
C ′ = (q′, u, zv) esconfiguración sucesoradeC = (q, u, γv) (es decir, no se lee un símbolo de
la entrada yγ la cima de la pila), si(q′, z) ∈ δ(q, ε, γ).

Observa, si la pila está vacía, no existe configuración sucesora ninguna.

EscribimosC p−− C ′ si C ′ es configuración sucesora deC. Si existe una secuencia de configu-
raciones sucesoras deC hastaC ′, es decir,

C = C0 p−− C1 p−− C2 p−− . . . p−− Cn = C ′

llamamos la secuencia uncálculo del autómatay abreviamos conC p−−∗ C ′.

Un AFPND aceptauna palabraw de entrada según modus:

F = ∅, es decir, acepta con pila vacía

M aceptaw ⇐⇒ (q0, w, c0) p−−∗ (q, ε, ε)

para cualquier estadoq ∈ Q

F 6= ∅, es decir, acepta en estado final

M aceptaw ⇐⇒ (q0, w, c0) p−−∗ (f, ε, v)

conv ∈ Γ∗ y f ∈ F .
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El lenguaje aceptadopor un autómata AFPNDM es

L(M) = {w | M aceptaw}

En la siguiente sección comprobamos que ambos métodos de aceptación son equivalentes para
los AFPND (pero no será el caso de ls AFPD, los autómatas finitos con pila deterministas, que
veremos más adelante).

Comprobamos ahora que elMvvR es correcto, es decir, tenemos que comprobar queL(MvvR) =
LvvR .

Primero verificamos queMvvR acepta para cualquier palabrav ∈ {0, 1}∗ la palabraw = vvR:

(q0, vvR, #) −→∗ (q0, v
R, vR#)

−→ (q1, v
R, vR#)

−→∗ (q1, ε, #)

−→ (q2, ε, ε)

es decir, hemos encontrado un cálculo y con eso sabemos queLvvR ⊂ L(MvvR).

Luego comprobamos queMvvR solamente acepta palabras enLvvR .

(por incluir)

11.3. Equivalencia entre AFPNDs aceptando con pila vacía y acep-
tando en estado final

Para cada AFPNDM que acepta con pila vacía existe un AFPNDM ′ que acepta en estado final.

Idea de la comprobación:

M ′ simulaM

M ′ usa un nuevo símboloc′0 como símbolo inicial de la pila

si después de la simulación deM dicho c′0 está en la cima de la pila,M ′ sabe queM
hubiese aceptado, es decir,M ′ acepta también yiendo a un estado final.

Para el ejemplo de antes
LvvR = {w | w ∈ {0, 1}∗, w = vvR}

con el siguiente autómata que acepta con pila vacía

afpndpv
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obtenemos el nuevo autómata que acepta en estado final

afpndefpv

En general:

M = (Σ, Γ, Q, δ, q0, c0, ∅)
M ′ = (Σ, Γ ∪ {c′0}, Q ∪ {q′0, f}, δ′, q′0, c′0, {f})

con

q′0, f /∈ Q, es decir, son nuevos estados

c′0 /∈ Γ, es decir, es un nuevo símbolo inicial

δ′(q′0, ε, c
′
0) = {(q0, c0c

′
0)}, es decir, la primera transición apila el antiguo símbolo inicial y

se va al antiguo estado inicial sin leer nada de la entrada

∀q ∈ Q, σ ∈ Σ, γ ∈ Γ : δ′(q, σ, γ) = δ(q, σ, γ), δ′(q, ε, γ) = δ(q, ε, γ), es decir, se simula
M

∀q ∈ Q : δ′(q, ε, c′0) = {(f, c′0)}, es decir, si la pila solamente contiene el nuevo símbolo
inicial se va al estado final.

Para cada AFPNDM que acepta en estado final existe un AFPNDM ′ que acepta con pila vacía.

Idea de la comprobación:

M ′ simulaM

M ′ vacía desde cualquier estado final deM su pila

tenemos que tener cuidado siM no termina en estado final, pero su pila está vacía: colo-
camos antes de la simulación un nuevo símboloc′0 como símbolo inicial en la pila que no
‘se toca’ durante la simulación deM .

Para el ejemplo
L = {aibj | j ≤ i}

con el siguiente autómata que acepta en estado final

afpndef

(Primero observamos la consecuencia de la definición de un cálculo:

M aceptaw ⇐⇒ (q0, w, c0) p−−∗ (f, ε, v)
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entonces, si sobranb’s la pila estará vacía y no habrá transición ninguna, y por eso no llegamos a
ε con la entrada.)

Siguiendo la idea, obtenemos el nuevo autómata que acepta con pila vacía

afpndpvef

En general:

M = (Σ, Γ, Q, δ, q0, c0, ∅)
M ′ = (Σ, Γ ∪ {c′0}, Q ∪ {q′0, q′}, δ′, q′0, c′0, ∅)

con

q′0, q
′ /∈ Q, es decir, son nuevos estados

c′0 /∈ Γ, es decir, es un nuevo símbolo inicial

δ′(q′0, ε, c
′
0) = {(q0, c0c

′
0)}, es decir, la primera transición apila el antiguo símbolo inicial y

se va al antiguo estado inicial sin leer nada de la entrada

∀γ ∈ Γ ∪ {c′0} : δ′(q′, ε, γ) = {(q′, ε)}, es decir, una vez en estadoq′ se vacía la pila sin
modificar la entrada

∀q ∈ Q, σ ∈ Σ, γ ∈ Γ : δ′(q, σ, γ) = δ(q, σ, γ), es decir, pasos normales de la simulación

∀q ∈ Q − F, γ ∈ Γ : δ′(q, ε, γ) = δ(q, ε, γ), es decir, se simula también las transicionesε
mientrasM no esté en estado final

∀q ∈ F, γ ∈ Γ : δ′(q, ε, γ) = δ(q, ε, γ)∪ {(q′, γ)}, es decir, saltamos al estado que vacía la
pila si ya estamos en estado final

11.4. Equivalencia entre AFPNDs y gramáticas libres de contexto

Para cada gramática libre de contextoG existe un autómata finito con pila no–deterministaM
que acepta el mismo lenguaje, es decir,L(M) = L(G).

La comprobación es constructiva.

SeaG = (ΣT , ΣN , P, $) una gramática libre de contexto.

Podemos convertir la gramática en su forma normal de Greibach (FNG), es decir todas las pro-
ducciones son del tipo:A −→ σΥ con σ ∈ ΣT y Υ ∈ Σ∗

N o la producción es$ −→ ε si
ε ∈ L(G).

Construimos un AFPNDM = (ΣT , ΣN , {q}, δ, q, $, ∅), (es decir, con un sólo estado) que acepta
con pila vacía, donde

(q, Υ) ∈ δ(q, σ, A)
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siempre queA −→ σΥ sea una producción enP y

(q, $) ∈ δ(q, ε, ε)

siempre que$ −→ ε sea una producción enP .

Entonces, el autómatasimula en un cálculo la aplicación de las reglas de la gramática siempre
siguiendo la derivación más a la izquierda para la palabra en cuestión.

Ejemplo:

G = ({a, b}, {$, A,B,C}, P, $)

con
P = {$ −→ aBBC,A −→ aAA|b, B −→ bBAC|b, C −→ b}

que ya está en forma formal de Greibach, entonces el AFPND es:

M = ({a, b}, {$, A,B,C}, {q}, δ, q, $, ∅)

con

δ(q, a, $) = {(q, BBC)}
δ(q, a, A) = {(q, AA)}
δ(q, b, A) = {(q, ε)}
δ(q, b, B) = {(q, BAC), (q, ε)}
δ(q, b, C) = {(q, ε)}

Para cada autómata finito con pila no–deterministaM existe una gramática libre de contextoG
que genera el mismo lenguaje, es decir,L(G) = L(M).

La comprobación es constructiva.

SeaM = (Σ, Γ, Q, δ, q0, c0, F ) un AFPND.

Si F 6= ∅ podemos convertir el autómata en un AFPND que acepte con pila vacía.

Luego podemos asumir que todas las transiciones del autómata como mucho apilan dos símbo-
los a la pila, porque podemos introducir estados intermedios que apilan poco a poco todos los
símbolos necesarios sin leer más de la entrada, en concreto,

sea(q, v) ∈ δ(p, σ, γ) conv = γ1γ2 . . . γk, σ ∈ Σ, y k > 2 una transición de tal tipo
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añadimos los nuevos estadosq1, q2, . . . , qk−2 aQ y sustituimos la transición por

(q1, γk−1γk) ∈ δ(p, σ, γ)

(q2, γk−2γk−1) ∈ δ(q1, ε, γk−1)

. . .

(q, γ1γ2) ∈ δ(qk−2, ε, γ2)

Observa que podemos realizar tal sustitución igual en caso que el autómata ejecute una
transición–ε (es decir, arriba no se leeσ de la entrada sinoε); entonces, para simplificar
escribimosσ′ si leemos o bien un símboloσ ∈ Σ o bienε.

Entonces, asumimos que tengamos un AFPND que acepta con pila vacía y que apile en una
transición como mucho dos símbolos a la vez.

Construimos una gramática libre de contextoG = (Σ, ΣN , P, $), es decir, con los mismos sím-
bolos de entrada, y donde

ΣN está formado por las triplas[p, A, q] siendop, q ∈ Q y A ∈ Γ, y el símbolo$.

P es el conjunto de producciones donde añadimos

• para cada estadoq ∈ Q las reglas$ −→ [q0, c0, q]

• para cada transición(q, ε) ∈ δ(p, σ′, γ) la regla[p, γ, q] −→ σ′

• para cada transición(q, γ1) ∈ δ(p, σ′, γ) y cada estador ∈ Q las reglas[p, γ, r] −→
σ′[q, γ1, r]

• para cada transición(q, γ1γ2) ∈ δ(p, σ′, γ) y cada par de estadosr, s ∈ Q las reglas
[p, γ, r] −→ σ′[q, γ1, s][s, γ2, r]

observa que pueden existir reglas nulas en caso queσ′ = ε

Entonces, la gramáticasimula un cálculo del autómata con una derivación más a la izquierda
para la palabra en cuestión.

Formalmente hay que comprobar la equivalencia

$ −→∗ w ⇐⇒ (q0, w, c0) p−−∗ (q, ε, ε)

es decir, si existe una derivación también existe un cálculo y al revés.

La comprobación del lado izquierdo al lado derecho se realice mediante una inducción sobre la
longitud de una derivación más a la izquierda y la otra dirección mediante una inducción sobre la
longitud del cálculo. El caso inicial, es decir, se aplica solamente una regla o se calcula solamente
una configuración siguiente, se verifica directamente a partir de la construcción.



Dr. Arno Formella 86

Juntas ambas direcciones nos proporcionen la equivalencia entre las gramáticas libres de
contexto y los autómatas finitos con pila no–deterministas.

En la primera parte de la comprobación observamos que basta un solo estado en un AFPND
(si un AFPND tiene más estados, podemos construir una gramática equivalente, y después
un AFPND con un solo estado).

En la segunda parte de la comprobación observamos que basta con una gramática en forma
normal de Greibach donde las producciones tengan como mucho 2 símbolos no–terminales
en sus partes derechas (es decir, también en la FNG los árboles de derivación pueden ser
árboles binarios como en la FNC).

11.5. Autómatas finitos con pila deterministas (AFPD)

Los AFPND, como el propio nombre ya dice, no son deterministas, es decir, pueden existir
varias posibles configuraciones siguientes, o en otras palabras,δ(q, σ, γ) o δ(q, ε, γ) son conjun-
tos con—posiblemente—más de un elemento.

Para que un AFPND acepte una palabra de entradaw se ha exigido solamente la existencia de un
cálculo que lee toda la palabraw y termina con pila vacía o en un estado final.

Este hecho no es adecuado en la práctica, porque de alguna manera hay que comprobar todos
los posibles cálculos para ver si existe uno que acepta. Por eso limitamos los autómatas para que
sean deterministas.

Podemos definir unautómata finito con pila determinista AFPD

M = (Σ, Γ, Q, δ, q0, c0, F )

igual que un AFPND introduciendo las siguientes restricciones

1. para cadaq ∈ Q, σ ∈ Σ, y γ ∈ Γ permitimos como mucho una transición, es decir:

|δ(q, σ, γ)|+ |δ(q, ε, γ)| ≤ 1

Entonces, permitimos transiciones–ε que son deterministas si consideramos la pila.

2. F 6= ∅, es decir, el AFND acepta con estado final.

Dado que para un AFPD existe como mucho una configuración siguiente, es decirp−− es una
función, los cálculos se convierten en cadenas deterministas, y decimos, que el AFPD acepta una
palabraw si existe el cálculo(q0, w, c0) p−− (f, ε, v) conf ∈ F .
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Para AFPDs los dos criterios de parada no son equivalentes que se entiende analizando las com-
probaciones donde era escencial disponer de transiciones no–deterministas para ‘saltar’ a un
estado adicional con el fin de vaciar la pila.

Llamamos un lenguajeL libre de contexto deterministasi L es aceptado por un autómata finito
con pila determinista.

Los lenguajes libres de contexto deterministas son un verdadero subconjunto de los lenguajes
libres de contexto, es decir, existen lenguajes que son libres de contexto pero no libres de contexto
determinista.

Ejemplo:

El lenguajeL = {w | w ∈ {0, 1, #}, w = v#vR y v no contiene# es libre de contexto de-
terminista, porque se apila hasta encontrar el centro (que hemos marcado con#) y después se
verifica el resto dew con el contenido de la pila.

El lenguajeL = {w | w ∈ {0, 1}, w = vvR} es libre de contexto, como ya vimos, pero no es libre
de contexto determinista, porque, para decirlo de alguna manera, se necesita el no–determinismo
para encontrar el centro, o en otras palabras, hay que comprobar todos los posibles cálculos
verificando si uno de ellos llega a una aceptación.

Obviamente los lenguajes regulares también son libres de contexto deterministas, porque si “no
usamos la pila” justamente un AFP es un AFD.

12. Propiedades, algoritmos de decisión,
y aplicaciones para lenguajes libres de con-
texto

12.1. Propiedades de lenguajes libre de contexto

SeanL1 y L2 dos lenguajes libres de contexto.

Unión: L = L1 ∪ L2 es libre de contexto, porque podemos construir a partir de las gramáticas
G1 = (Σ1

T , Σ1
N , P 1, $1) y G2 = (Σ2

T , Σ2
N , P 2, $2) con L1 = L(G1) y L2 = L(G2) la

gramáticaG = (Σ1
T ∪ Σ2

T , Σ1
N ∪ Σ2

N , P 1 ∪ P 2 ∪ {$ −→ $1, $ −→ $2}, $) que es una
gramática libre de contexto y obviamente genera todas las palabras tanto enL1 como en
L2.

Eso no es el caso si nos limitamos a los lenguajes libres de contexto deterministas.
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Concatención: L = L1.L2 es libre de contexto, porque podemos construir a partir de las
gramáticasG1 = (Σ1

T , Σ1
N , P 1, $1) y G2 = (Σ2

T , Σ2
N , P 2, $2) con L1 = L(G1) y L2 =

L(G2) la gramáticaG = (Σ1
T ∪ Σ2

T , Σ1
N ∪ Σ2

N , P 1 ∪ P 2 ∪ {$ −→ $1$2}, $) que es una
gramática libre de contexto y obviamente genera todas las palabras enL.

Eso no es el caso si nos limitamos a los lenguajes libres de contexto deterministas.

Clausura: L = L∗
1 es libre de contexto, porque podemos construir una gramática libre de con-

texto a partir de la gramática paraL1, simplemente añadimos las producciones{$′ −→
$′$′, $′ −→ $} siendo$ el nuevo símbolo inicial.

Intersección: L = L1 ∩ L2 no es libre de contexto (en general), como demuestra el ejemplo:
L1 = {aibicj | i, j > 0} y L2 = {aibjcj | i, j > 0} nos lleva aL = L1∩L2 = {aibici | i >
0} que no es libre de contexto como ya vimos.

Si confinamosL2 a lenguajes regulares, entonces la intersección produce lenguajes libres
de contexto. El argumento es igual de constructivo como en el caso de dos lenguajes regu-
lares.

Complemento: L = L1 = Σ∗ − L1 no es libre de contexto (en general), porque si asumimos
que lo fuera y sabiendo que la unión lo es podríamos derivarL1 ∪ L2 = L1 ∩ L2 como
libre de contexto, pero ya sabemos que la intersección no genera siempre tal lenguajes.

Para los lenguajes libres de contexto determinista, el complemento genera un lenguaje libre
de contexto determinista, porque es fácilinvertir un autómata determinista.

Diferencia: L = L1 − L2 no es libre de contexto (en general), porqueL = Σ∗ − L2 = L2 no es
libre de contexto.

12.2. Algoritmos de decisión de lenguages libres de contexto

Pertenencia: ¿w ∈ L? sí, se puede contestar la pregunta (es decir, es un problema computable)
porque

construimos un autómata que acepteL (por ejemplo en estado final)

simulamos su comportamiento leyendo la palabraw

si acabamos en un estado final,w está enL, sinow no está enL

dicha simulación puede tener tiempo de cálculo exponential, otra posibilidad es

construimos una gramática en forma normal de Chomsky

aplicamos el algoritmo de Cocke-Younger-Kasami que resuelve el problema en tiem-
po de ordenO(n3).

Vaciedad: ¿L = ∅? sí, se puede contestar la pregunta (es decir, es un problema computable)
porque
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construimos una gramática que genereL

analizamos si el símbolo inicial es útil, si es útil, entoncesL no es vacío, sinoL es
vacío

Cardinalidad: ¿|L| < ∞? sí, se puede contestar la pregunta (es decir, es un problema com-
putable) porque

construimos una gramática que genereL en su forma normal de Chomsky

analizamos el grafo de posisibles sustituciones de símbolos para averigüar si existe
un ciclo

si existe tal ciclo, entoncesL es infinito, sinoL es finito

Igualidad: ¿L1 = L2? no, no se puede contestar la pregunta (es decir, es un problema no com-
putable).

antes de entender dicha respuesta negativa, hay que estudiar más a fondo la teoría de
las Máquinas de Turing.

12.3. Aplicaciones para lenguajes libres de contexto

Análisis semántico (basado en bloques estructurados):La aplicación más importante de los
lenguajes libres de contexto es claramente la definición y el análisis de “información es-
tructurado en bloques anidados” como suele ocurrir en los lenguajes de programación (re-
cuerda los bloquesbegin –end en PASCAL) o las marcas en un fichero XML (extended
markup language).

13. Máquinas de Turing (MT)

(por incluir)

14. Resumen

(por incluir)
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