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1. Curso

Asignaturas vecinas:| todo sobre Programacion, Algebra

Prerrequisitos: ningunos, excepto conceptos matematicos basicos

Evaluacion: 70 % con un examen escrito al final del curso, teoria'y 30 %
de las practicas

Créditos: 6 (4.5 teoria, 1.5 practicas)

Bibliografia: mira Bibliografia

2. Sobre este documento

Este documento es un servicio adicional del profesor para los estudiantes. Se recuerda que la
asignatura es presencial. Observa los siguientes comentarios importantes:

Los apuntes

= N0 necesariamente estan completoB! contenido de la asignatura se define por lo que se
expone durante las clases presenciales.

= N0 necesariamente son correcto$ntento lo mejor. Sobre todo siempre existe la posibili-
dad que haya fallos ortogréaficos o de redaccion. Ademas, como en todos los campos de la
informatica, lo correcto no es lo que diga el profesmigorrecto es, o que es correcto

= NO necesariamente siguen el orden de las clases presencialesposible que el orden
de los apartados no es exactamente igual que el orden presentado en clases.

= contienen apartados que no se han dado en todos los curs8gendo clases presenciales,
los estudiantes ya sabran distinguir.

= todavia estan sin graficos

Los apuntes se han escrito sin el uso de una enumeracion explicita de las definiciones, lemas, y
teoremas, como se suele usar en tal contexto. Se anima al lector que estructure su ‘novela indi-
vidual’ con notas en los margenes para enumerar las definiciones, lemas, y teoremas y relacionar
asi de mejor manera las diferentes partes.
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2.1. Versiones y lista de correcciones

A parte de algunas correcciones de ortografia se ha realizado las siguientes cambios de version
en version:

= \ersion 2

e (Seccion4.6) mejorado la precision de la observacion

(Seccién8) Sid(q,0) = p es una transicion del AFD, cone Q,p € Fyo € %,
entonces afladimos/ala producciony — o.

e (Secciond) Entonces el sistema de produccioriede la gramatica sera:
P = {q — aqlalbq:|blcga|cle, i — bqi|blegale, g2 — cqa|c}

e (Seccionl0.]) Si el lenguaje de partida contiene la palabra vacia € L) entonces
se detecta en el pasa 4 que el simbolo inicial pertendt¢aaincluso aF,), en este
caso eliminamos con un nuevo simbolo, por ejemfla aparencia dé en los lados
derechos y afiadimos la redla— ¢. Tal gramatica sigue estando en forma normal
de Chomsky y genera.

e (Seccionl0.2 Obviamente cualquier gramatica en forma normal de Greibach es una
gramatica libre de contexto que se verifica directamente analizando la forma de pro-
ducciones permitidas.

3. Introduccioén

¢ Porqué es importante la teoria de lenguajes formales y automatas?
Bueno, aclaramos primero un poco las palabras usadas...
¢, Qué es un lenguaje formal?

Conocemos lenguajes naturales...

= espafiol, aleman, inglés, chino, arabe...
= cuando nacemos no sabemos ninguno

= se puede aprender cualquier lenguaje (por lo menos si se ha nacido en un entorno adecua-
do)
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= el lenguaje es una secuencia de fonemas o simbolos

e que forman silabas, palabras, frases, parrafos, capitulos, novelas, libros, bibliotecas...
e (ue tiene una sintaxis (fonética o ortografia)

e (ue tiene una gramatica (reglas de concatenacion y construccién de palabras para
formar frases)

¢ (que tiene un estilo (forma de unir frases para generar textos))

Lenguajes formales seran meramente simbolos con una graméatica formal para agruparlos.

¢,Qué es un autdmata?

= dispositivos mecanicos o electronicos o bioldgicos

e (ue en un punto de tiempo estan en un estado
e que dado unarazén (por ejemplo una sefial de entrada) cambian de estado

= ejemplos son: reloj mecanico o electrénico, maquina para lavar, todo un ordenador, ¢ el
cerebro?

= ya se han construido relojes biolégicos con trozos de DNA artificial y sintesis de proteinas
gue visualizan su cambio de estado con luz fluorescente
En el contexto de esta asignatura autbmatas serdn maquinas matematicas con estados y funciones

de transicién (donde se puede afadir entrada, salida, memoria interna modificable, etc.).

En los afos 60 se descubrio:

= Los conceptos de gramaticas (formales) y de los automatas describen el mismo fenémeno
= y estan muy relacionados con los algoritmos

= y de esta manera surgio la Teoria de Computabilidad y la Teoria de Complejidad, es de-
cir, la busqueda de respuestas a las preguntas: ¢ Qué es computable? y ¢ Cuantos recursos
(memoria, espacio, tiempo, transiciones) se necesitan?

Es decir, la Teoria de los Lenguajes Formales (y de los Autdbmatas) permite responder a preguntas
escenciales de la Informatica, por ejemplo:

= Tesis de Church: Todo lo que es computable se puede calcular con una Maquina de Turing.

= Existen problemas que no son computables.
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Sin TALF: no hay lenguajes, no hay compiladores, no hay programas, no hay nada.

Unos ejemplos:

favoritas

Con este “diagrama” podemos formar unas reglas para sustituir simbolos:

$ — AB A — esos A—c¢€ B— CD

C —son D— EF F—GH G — mis
G—c¢ H—1J] I — clases J — favoritas
J—¢€ F — en informatica F — ¢

donde usamospara decir que no escribimos nada.

Con dichas reglas podemos ‘derivar’ diferentes frases, por ejemplo:

$ — AB
— esosB
— esosCD
— esos sonD
—— esos sonkF
— esos sonGHF
— esos sonHF
— esos sonH
— esos sonlJ
— esos son clasesJ

—— esos son clases

donde siempre hemos usado una regla adecuada para sustituir simbolos hasta llegar a tal punto
gue ya no se puede aplicar ninguna regla mas.

Y con pequeios arreglos podemos traducirlo al aleman:

$ — AB A — dies B — CD
C —sind D— EF EF— GH G — meine
G —e€ H—JI I — Vorlesungen J — liebsten
J— € F — in Informatik F — ¢

es decir, hemos quitado la regla— ¢ y hemos cambiado laregladé — IJaH — JI.
Otro ejemplo mas sencillo.

Usamos las regla$ — ab$ y $ — ab para generar palabras del tip®, abab, ababab ...
Podemos derivar una palabra:
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$ — ab$ — abab$ — ababab$ — ababab

siempre aplicando alguna de las reglas hasta tal punto que ya no se puede aplicar ninguna regla.

Construimos un autdmata que acepta una palabra del tipo mencionado. Entendemos por aceptar
gue el autbmata llega a su estado final. Consumimos para cada transicion de estado una letra de
la palabra. Podemos dibujar un autémata:

automats

donde el estado inicial (o de comienzo) esta marcado con una flecha, el estado final esta marcado
con un doble circulo. Las transiciones estan visualizadas con arcos entre los estados que a su
vez estan marcados con sus simbolos correspondientes. Si empezamos en el estado inicial, y si
leemos la palabra por aceptar desde la izquierda hacia la derecha, podemos saltar de estado a
estado siguiendo los arcos adecuados.

Observamos que llegamos solamente al estado final si la palabra por aceptar es una palabra valida
del lenguaje.

Vemos y veremos

= que las graméaticas sirven para generar palabras (y con eso lenguajes) y

= que los autdmatas sirven para aceptar palabras (y con eso lenguajes).

Hacia el final del curso tendremos conocimientos sobre una jerarquia de lenguajes y las equiva-
lencias entre:

Lenguajes Tipo 3, Graméaticas Regulares y Autdbmatas Finitos,

Lenguajes Tipo 2, Gramaticas Libres de Contexto y Autbmatas Finitos con Pila,

(Lenguajes Tipo 1, Gramaticas Sensitivos al Contexto y Autbmatas Linealmente Acota-
dos),

Lenguajes Tipo 0, Gramaticas Generales y Maquinas de Turing.

4. Conceptos basicos
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4.1. Alfabetos

Un alfabeto es un conjunto finito no vacio de simbolos.

¥ = {0,1}

¥ = {a,b}

Y3 = {na,pa,bra,la}

¥y = {<HTML>, </HTML>, <BODY>, </BODY>,...}

% o= A{[}
Y6 = {a,ab,aab}

= Usamos meta—simbolos (tal cofio}, =, y la coma) para escribir sobre lo que hablamos.
Desde el contexto siempre sera claro, si se trata de un simbolo del alfabeto o si se trata de
un meta—simbolo.

= Usamos subindices para distinguir diferentes alfabetos.

= Usamos normalmente las mindsculas como alfabeto{a, ..., z}, en los ejemplos nor-
malmente letras desde el principio del alfabeto.

= Cardinalidad del alfabeto (nUmero de elementos del alfabétp)s 0, |X| < co

4.2. Palabras

Una secuencia finita de simbolos de un alfabeto epatabra sobre dicho alfabeto.

> @ 0,1,00,01,11,000,1001101
Yo : a,aa,abb, ababa
>3 : mnapa,palabra

Y6 : a,ab,aab,aaab,abab
Escribimos lgpalabra vacia, es decir, la palabra que no contiene ningan simbolo, como

= Usamos normalmente letras mindsculas para anotar palabras, preferiblemente desde el fi-
nal del alfabeto.

= El simboloe no pertenece a ningun alfabetof >
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Lalongitud de una palabra sobre un alfabeto es el nimero de simbolos que contiene.

Y1 w=0=|w|=1, w=1001101 = |w|=7

Yo @ w=a=|w|=1, w=ababa = |w|=>5

Y3 : w=napa= |w| =2, w = palabra= |w|=3

Y6 ¢ w=ab=|w|=2, w=aib=|w|=10w|=2 77

Dependiendo del alfabeto puede resultar dificil dividir una palabra en sus simbolos.

Si se puede dividir todas las palabras sobre un alfabeto solamente de una manera en sus
simbolos, se llama tal alfabeto libre.

Solemos usar solamente alfabetos libres.

el =0

El conjunto de todas las palabras que se pueden formar sobre un aatnét®la palabra vacia
se llama elniverso del alfabetdV (¥).

W(X) = {e} U{w | w es palabra sobrg}

xCcW(E)

¢ es palabra de cualquier universas W (%).

La cardinalidad del universo es infinito (pero contable o enumerable, vemos mas adelante
lo que significa).

Si el alfabeto es libre (o mejor decir, un generador libre), escribiiigsor W (X%).

Podemogoncatenarpalabras, entonces seanv y u palabras ef*.
= w.v = wv, s decir, usamos elcomo simbolo de concatenacion, pero muchas veces
obviamos de él (igual como se suele hacer cordella multiplicacion).

= cw = w = we, s decirg se comporta como el elemento neutro (o elemento de intentidad)
respecto a la concatenacion.

= |wo] = |w| + o]
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= w.v # v.aw para cualquiet y v, por ejemplo:
w=abc v =dec wv = abedec # decabe = vw
es decir, la concatenacion no es conmutativa.
» (w.v).u=w.(v.u) para cualquier palabras, v y u, por ejemplo:

w=abc v=dec u= fad

(wv)u = (abedec) fad = abedec fad = abe(decfad) = w(vu)

es decir, la concatenacién es asociativa (usamos arriba las paréntesis como metasimbolos).
= Con dichas propiedades la estructura algebr@i¢a . ) forma un monoide libre (es decir,

un semigrupo con elemento de intentidad).

Sizy = w, llamamose prefijo dew ey sufijo dew.

= Porew = wy we = w, € €s por lo tanto prefijo y sufijo (trivial) de cualquier palabra; gs

prefijo y sufijo trivial de si mismo. (Normalmente no consideramos estos casos triviales.)
= Siz es prefijo dav entoncesz| < |w].
= Siy es sufijo dev entoncesy| < |w].

= Siz es prefijo dav, ey es sufijo dav y x = y, entonces = y = w, ¢es verdad?
Si concatenamos siempre la misma palabrabtenemogpotenciasde w.

» ww=w?, www=w? w..w=w,ieN={0,1,2--}
——

i-veces
wl=w, w'=e¢
n W' =i |wl
o] = el =0 =0 fu] =
T = ™ ™
= |w ) = (m 4 n) - Jo| = m- fw] +n- fw] = |+ wr]

La reflexion de una palabra (o la palabra reversa) anotamos con'é
_ R
= Jw| = |w|

L] GIER
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4.3. Lenguajes

Un lenguaje es cualquier subconjunto del universo sobre algun alfabeto, es Hecit) (X), o
tambiénl C X

Ejemplo:

= Lenguajes triviales

e L = () es el lenguaje vacio (que no contiene ninguna palabta} 0
e L = {¢} es el lenguaje que solamente contiene la palabra viddie; 1

son independientes del alfabeto y por eso son lenguajes sobre cualquier alfabeto.
= sea® = {a,b}

® Ll = {E,G,b}

e L, = {a™" | n € IN} es decir, el lenguaje que contiene todas las palabras con un
namero de:s seguidos por el mismo namero ide

o L,y ={wwh|we X*}es decir, palindromos
o Ljyad = {a"2 |n € Nsot

Si|L| < oo para un lenguajé C >*, entonces se llama lenguaje finito.

Operaciones sobre/con lenguajeseanL, Ly, L., L3 C ¥* lenguajes (igual pard/(X)):
Unién:
L1UL2:{U)”U)€L10U]€L2}

Propiedades (unos ejemplos):
Conmutatividad: LU Ly = Ly U L4
Asociatividad: (L1 ULy)U Ly =Ly U (Ly U Lg)
Idempotencia: LUL=1L
Operacioncof)l: LUP=L=0UL
Operacioncorx*: LUYX*=YX*=Y¥*UL

Interseccion:
LlﬂLQI{w’U)ELlyU}ELQ}

Propiedades (unos ejemplos):

Conmutatividad: LN Ly =LyN Ly
Asociatividad: (LiNLy)NLg=LyN(LyN L3)
Idempotencia: LNL=1L

Operacioncof): LNO=0=0N1L,
Operacioncorx™: LNYX*=L=Y"NL
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Complemento:
L={w|weX*yw¢lL}

Propiedades (unos ejemplos):

Regla de DeMorgan: L; U Ly = Ly N L
Ll N L2 - Zl U EQ

Con estas tres operaciones la estructdrau, N, —) forma una algebra booleana.
Diferencia:
Ly — Ly ={w|w € Ly perow ¢ Ly}
Propiedades (unos ejemplos):

E:[:E*—Ll
Ll—LQIleE*ﬂLg)

Concatenacion:
Ll.LQ = {w | W= w.we Yy w € Iy Y wy € Lz}

Propiedades (unos ejemplos):
No—Conmutatividad: L,.Ls # L,.L; (en general)
Operacion coff: L1h=L,=0.1,
Operacion code}:  Ly{e} = Ly = {e}.Ly

Potencia:
L'=L...I icNN
S——
i-veces
Propiedades (unos ejemplos):
Cero—Potencia: L° = {¢}
Induccion: L'L=L*=LL

Clausura positiva:
Lf=Jr=r'vrrur’u...
=1
Clausura (de Kleene):
Lr=JL'=L'vLl'uLl’U. ..
=0
Propiedades (unos ejemplos):

Lt =1L — {e}
= U, T
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Reflexion (o inverso):

L={w|wteL}

Homomorfismo: SeanX, I" dos alfabetos. Sea : ¥ — I'* una funcién que asigna a cada
simbolo deX una palabra sobrE. Podemos ampliar la funciép a un homomorfismo
o X* — I, es decir, una funcién que asigna a cada palabra sobrea palabra sobre
I', con

ple) = €
p(wo) = o(w)p(o)
Ejemplo:

Y = {a,b,cd}
r = {0,1}

p(a) =00 ¢(b) =1 ¢(c) =€ ¢(d)=0110
(abed) = 0010110

Entonces si. C ¥* es un lenguaje sobdé
(L) = {p(w) |we L} CT*
es un lenguaje sobiey si L C I'* es un lenguaje sobiig entonces
p (L) ={w|¢(w) € L} C &

es un lenguaje sobre.

¢,Cudl es el orden de prioridad de estos operadores?

4.4. Producciones y Derivaciones
Definimos algunas notaciones para describir reglas de sustitucion, es decir, como derivar una
palabra con las producciones de la gramatica:

Unaproduccion p es una tupla de un conjunto cartesiano sobre dos universos (que pueden ser el
mismo), es decip = (A, B) € 3*; x X*,.

Sea( A, B) una produccion, en vez de tuplas también escribiros:— B.

Un conjunto de producciones se llamsiatema de produccionego sistema de reglas). A este
nivel todavia no decimos mucho sobre los alfabetos involucrados, mas adelante concretaremos.
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Unaderivacion directav — w es una conversion de una palabra en otra aplicando una produc-
cion, es decir, sea por ejemplo= aAb una palabra, y sed — B una produccion, entonces

se puede derivar la palabta= aBb directamente desdesustituyendo la subpalabrapor la
palabraB como indica la produccién.

Ejemplo: Sean000 — 010y 10 — 01 dos producciones. Desde= 1000 se puede derivar
wy, = 1010 aplicando la primera producciony = 0100 aplicando la segunda.

Unaderivacion v —* w es una secuencia de derivaciones directa aplicando sucesivamente
producciones de un sistema. loagitud de una derivaciones el nimero de producciones apli-
cadas.

Ejemplo: Sean000 — 010y 10 — 01 dos producciones. Desde= 1000 se puede derivar
wy, = 0011, es decirp —* w, aplicandov = 1000 — 1010 — 0110 — 0101 — 0011 =
wy, 0 tambiénw, = 0001 aplicandov = 1000 — 0100 — 0010 — 0001 = wy. En el primer
caso la longitud de la derivacion es 4, en el segundo caso 3.

Comentario importante: muchas de las comprobaciones en el ambito de la teoria de los lengua-
jes formales se realiza mediante induccién sobre: longitud de la palabra, longitud de la derivacion,
(o luego también longitud del calculo).

Dado un sistema de producciones, si sustituimos siempre la primera posibilidad a la izquierda de
la palabra de partida, se llama wterivacion mas a la izquierda e igual, si sustituimos siempre

la primera posibilidad a la derecha de la palabra de partida, se llam@etracion mas a la
derecha

4.5. Relaciones de equivalencia

Un conjuntoR C ¥* x ¥* es unaelacion (binaria sobre ¥*).
Escribimos los pares siendo elementogtdeomo(zx, y), 0 comoxr — y, 0 COMoz Ry.
SeanRy S dos relaciones. Definimos

RS = {(z,y)| 3z € X" :zRzy 25y}

R = {(z,2) |z ex}
R = RR"

es decir,R° es la relacion de identidad, y la operacién nos permite crear nuevas relaciones a
partir de dos relaciones dadasRy "' es una relacion construida de tal manera recursivamente.
Con eso definimos:

n>0

Rt = | R

n>1
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es decirx R*y (0 en otra notaciom —* y) six = y 0 existe una secuencta, zy, . . ., z, CON
n>1yYxzRz, 21 Rz, ..., 2,Ry.

Una relacioniz es

= reflexiva, siVz : xRz, es decir, la relacion de identiddy es subrelacion d&,

= transitiva, sizRy, yRz —> xRz, es decir, si los par€s:, y) y (y, z) son elementos d&
entoncegz, z) también lo es,

= Simétrica, sivVz,y : xRy <= yRz, es decir, corfz, y) también(y, z) es elemento de la
relacion.

Observamos que para

R* es una relacion reflexiva y transitiva, llamada la clausura reflexiva y transitiva de
(porgue es la relacion mas pequefa con tal propiedad).

R* es una relacion transitiva, llamada la clausura transitiv& dporque es la relacion
mas pequefia con tal propiedad).

R* es también reflexiva sk ya lo es.

R*y R™ son simétricas sk ya lo es.

Una relacionR es unaelacion de equivalenciasi R es reflexiva, simétrica, y transitiva.

SeaR una relacion de equivalencia. A cada elementd-dgodemos asignar el conjunto de
los elementos que son equivalentes a él. Basta con anotar un representente de dicho conjunto y
escribimos

[z]r = {y | yRz} = {y | xRy}
(si desde el contexto ya conocem®sobviamos del subindicg).

Si xRy entoncesgz| = [y] porque ambos caen en la misma clase de equivalencia. Se suele usar
como representante una de las palabras mas cortas de la clase.

Sixz,y € [z] escribimos tambiém = y que significa que Ry ey Rx.
Una relacién de equivalencia divid& en clases, es decir,

cuyo nimero es finito o infinito. La interseccién de dos clases es vacia, eqdécirz;] = 0
Sii # j porque si tuviesen un elemento en comun, ambas clases serian iguales.

Ejemplo: Sea> = {0y, ..., 0%} un alfabeto (por ejemplo el alfabeto de toda la vida).
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La relacion
R = {(z,y) | x comienza con el mismo simbolo qug

es una relacion de equivalencia y nos divitteen
Y=o Ulog] U...Ulok] Ul

es decir, en todas las clases de palabras que empiezan con la misma letra mas la clase para la
palabra vacia (que no empieza con ninguna letra).

Entonces hay tantas clases como simbolos eréas una clase.

Llamamos el nUmero de clases que produce una relacién de equivalendigelde la relacion
Indice(R).

En el ejemplo tenemdsidice(R) = k + 1 = |X| + 1, es decir, un indice finito.
4.6. Relacion de equivalencia de lenguajes

Para cada lenguaje C ¥* podemos construir una relacion de equivalencia shbre

tRyy<= (VzeX*:xz€ L<yze€ L)

es decirz es equivalente g, si, afladiendo cualquier sufijo, ambas palabras resultantes o bien
estan en. o bien no estan en.

Observa:z =e: x € L < y € L, es decir, 0 bien todas las palabras de una clase estan en
o bien ninguna palabra de una clase esta.en

Ejercicio: jVerifica queR es una relacion de equivalencia!

Gramaticas generativas

Unagramética es una cuédrupla

G: (EN,ZT,P,$)

donde
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Yy es un alfabeto de simbolos no—terminales.

Y1 es un alfabeto de simbolos terminales.

Se exigety N Yy =Yy se suele usat = Xy U Y.

P es un sistema de producciones finitos, donde se distingue varios casos, ejemplos son:

o PC (EN U ET)* X (EN UET)*
caso muy general, (asi no haria falta distinguir los dos alfabetos a la primera vista, es
decir,P C ¥* x ¥*)

o PC Y YL.I x¥*
es decir, a la derecha existe por lo menos un simbolo no—terminal

e PCXyxX*
es decir, se sustitue solamente simbolos (palabras) no—terminales

o PCYnx(XyUXy)
es decir, se sustitue solamente simbolos (palabras) no—terminales, pero por simbolos
(palabras) o bien terminales o bien no—terminales

e Repetimos: se exige qU€| < oo, es decir, el conjunto de reglas es finito.
iMas adelante vemos en detalle qué tipos de sistemas de producciones se suele usar!

= $ es el simbolo inicial (o de partida, o de comienzo, o axioma) que pertenece al alfabeto
no—terminal, es decif, € 2.

El lenguaje generadgor una gramatica es
LG)={w|weXy$ —"w}

es decir, se puede derivar la palabrac ¥ desde el simbolo inicial aplicando las reglas del
sistema de producciones. Dichas palabras derivables que consisten solamente de simbolos termi-
nales se llamasentencias

5.1. Ejemplos

¢ Es posible derivar lenguajes infinitos con sistemas de producciones finitos?

Si, por ejemplo es posible generar el lenguijé&’) = X% con un sistema de producciones
finitos:

G=({$},{a,b},{$ — ¢,3 — a$,$ — 0$},9)
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Ly = {ea,b}
Gi = ({$},{a,0},{$ —€,%$ —a,$ — b}, 9)

= obviamentel(G,) = L,

= para lenguajes finitos es facil generar una gramatica, basta con derivar directamente cada
palabra desde el simbolo inicial (aunque se puede usar un sistema de producciones mas
sofisticado)

Una gramética recursiva sobre la palabra € >* es una graméatica donde se puede derivar
desdev una palabra que contienede nuevo, es decir, existe la posibilidad de una derivacion:
v —* wow (con|jv| < |uvw)).

El lenguaje generado por una gramatica es infinito, si la graméatica es recursiva sobre una palabra
vy que a su vez es derivable desde el simbolo inicial.

Ly = {a™"|neN}
Gap ({a,b},{$},{$ — a$0,$ — €},9)

Logpe = {a™b"c" | n e N}
€, abc, aabbee, aaabbbece, . .. € Ly,

Gae = ({$,...},{a,b,c},P,$)

= ¢ Cuales son las producciones necesarias?
= Una vez sabiendo eso, podemos completar el alfabeto no—temmynal
= Una primera idea:

P = {$—¢€6%— ABC, A — ¢, A — dA,
B—¢€¢,B—bB,C —¢,C— cC}
EN = {$,A,B,C}

Obviamente podemos derivar cualquier elementaggcon esa gramatica, por ejemplo:

$ — ABC — aABC — aaABC — aaBC — aabBC — aabbBC

—  aabbC — aabbcC — aabbccC — aabbce
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Pero también podemos derivar palabras camdccce, es decir, el lenguaje es
L(Grest) = {a'V'c" | i, 5,k € N} D L,

Parece que la graméaticar.; €s demasiado amplia. De alguna manera deberiamos con-
struir un sistema de producciones que permite mantener un namero igual de,létyas
(o en otras palabras, necesitamos “contar”)...

» Idea 1: Si somos capaz de derivar desdeXt*c* la secuencia* ' Xv**+1c*+1, hemos
ganado.

Idea 2 Tenemos que pasar la “informacion” que hemos afadido por ejempib @mun
lado hacia el otro lado donde tenemos que afiadir entonces(aren un lado la: y en el
otro lado unbc).

El truco consiste en usar unos simbolos no—terminales cuales se van a sustituir dependiendo
del contexto en el cual se encuentran.

Entonces, construima8y Yy :

P o=
$ — para obtener la palabra vacia
$ — aXbc, parainiciarla construccion
Xb — bY, para empezar “ir” hacia lass
Yb — bY, para “ir" hacia las’'s
Ye¢ — Zce, paraafadir unay empezar “volver”
bz — Zb, para “volver” hacia lag’s
aZ — aaXb, paraafadirunay unab
X — € para terminar
h

ZN = {$7XaKZ}

= Se puede comprobar formalmente con induccién sébgeie la gramatica dada genera
exactamente el lenguaje deseado, es dgcit,;,.) = Lpe-

La comprobacion sigue la construccion y se observa que no hay ambigiedad en el momen-
to de elegir una produccion.

= Existe también una graméatica que usa un simbolo no—terminal menos y también una pro-
duccion menos:
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$ — e para obtener la palabra vacia
$ —— aXbe, parainiciarla construccion
Xb — bX, para “ir” hacia las’s

Xc¢ — Ybee, paraafadir unady unac

bY — Y0, para “volver” hacia las’s

aY — aaX, paraanadiruna

aY — aa para terminar

EN - {$7X7 Y}
Se observa:

e tenemos ambigtiedad en elegir producciones para sustituir y dénde aplicarlas
e aqui hemos decidido afiadir a la derechaupanac
e generalmente se nota que hay muchas gramaticas que generan el mismo lenguaje

5.2. Abreviacion de Backus

Para abreviar la notacion de las producciones usaniosta normal de Backus (BNF) Agru-
pamos las producciones cuyas partes izquierdas coincidan, escribiendo las partes derechas sepa-
radas pot, por ejemplo:

$ — €]|aXbe,
Xb — bX,

Xc — Ybee,

bY — Y0,

aY — aaX |aaq,

Definimos una gramatica que genere lo que se usa en programas, por ejemplo:

((a+b)+(c+d)*(e+[)

L., = {w|w esexpresion algebraiga
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donde nos limitamos a variables que consisten de una sola letra. Entonces

ZT = {(,),—l—,*,&,...,Z}
P =$—EF-—ExE|(ExE)|(E+E)|al|... |z
Geepr = ({$,E} 20, P, 9)

= se puede ampliar la graméatica que incluye también/

= se puede ampliar la gramatica que genere también expresiones con variables de mas de una
letra, por ejemploancho x altura

= mAas tarde veremos como se define las expresiones de tal estilo un poco mas completo

5.3. Arbol de derivacion

Para las gramaticas podemos visualizar la aplicacion de las producciones que derivan desde el
simbolo inicial una palabra como un arbolaebol de derivacion:

arbol
El lugar con el simbolo inicial se llanraiz del arbol (aunque se suele dibujarlo arriba de todo).
Como se ve, cada simbolo es la raiz de un subarbol.

La palabra que se puede leer desde la izquierda hacia la derecha en las hojas del arbol y solamente
consiste de simbolos terminales seréa seatencia

5.4. Jerarquia de Chomsky

Segun Chomsky se clasifica las graméaticas en cuatro tipos (cuales son, como vemos mas adelante,
entre si verdaderamente diferentes).

Entonces se& = (X, X7, P,$) una gramatica (¥ = ¥y UXr). Las gramaticas se destinguen
solamente en el sistema de producciones que siempre sera un conjunto finito y que se clasifica
en los siguientes tipos:

Tipo 0: gramaticas generales sin restricciones
PCYX*YyX xX*

es decir, se sustituye por lo menos un simbolo no—terminal.
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Tipo 1: gramaticas sensibles al contexto
PcC{xAy — avy |,y e, A€ Ty, v e} U{$ — ¢}

es decir, se sustituye un simbolo no—terminal por algo manteniendo el contexto; entonces
una derivacion siempre produce palabras mas largas o iguales{ v = |u| < |v|)

Tipo 2: gramaticas libres de contexto
PCYyxXTuU{$ — ¢}
es decir, se sustituye solo simbolos no—terminales por palabras no vacias

Tipo 3: gramaticas regulares (o lineales)
P C ZN X (EN-ZT UET) U {$ — 6}

es decir, lineales a la izquierda (porque los simbolos no—terminales aparecen en una derivacion
siempre a la izquierda de la palabra)

PCXyx (ET.ZNUZT) U{$ — 6}

es decir, lineales ala derecha (porque los simbolos no—terminales aparecen en una derivacion
siempre a la derecha de la palabra)

= Se ha introducido explicitamente la re§fla— ¢ en las gramaticas de tipos 1, 2,y 3
para permitir que el lenguaje } puede ser generado dado que las reglas solo permiten un
crecimiento de la longitud de las palabras a lo largo de las derivaciones.

= Retomamos la clasificacion de las gramaticas hacia final del curso (por ejemplo, respon-
demos a la pregunta si son de verdad clases separadas).

Observacion: si permitimos para las gramaticas de libre contexto reglas debtijpe— >*,

es decir, permitimos reglas comb— ¢, podemos sustituir todas las reglas que tengandina
a la derecha, por ejemplB — zAy por B — xy, y conseguir asi una eliminacioén de las
producciones compresoras.

5.5. Equivalencia y ambigtiedad
Dosgramaticas son equivalentesi generan el mismo lenguaje, es de€if,= G, si L(G;) =
L(G,).

(Adelanto: averiguar en general si dos gramaticas son equivalentes es un problema no com-
putable.)
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SeaG = ({$,A4},{1},{$ — 1A,$ — 11, A — 1}, $) una gramatica. Tant® — 11 como
$ — 1A — 11 es una derivacion para la palalira

Unasentencia es ambiguai existen mas de una derivacion para ella en una gramética.

Unagramatica es ambiguasi su lenguaje contiene una sentencia ambigua, es decir, se puede
derivar la misma sentencia con dos (0 mas) derivaciones distintas.

Un lenguaje es ambigudo incluso se dice inherentemente ambiguo) si todas las graméticas que
generan el lenguaje son ambiguas.

Ejemplo: G = ({$}, {1}, {$ — 11}, $) no es ambigua, entoncé$G) no es ambiguo.

Siuna sentencia es ambigua (en el caso de las graméticas libres de contexto) tenemos dos arboles
de derivacion para la misma sentencia.

Ejemplo:
E—FE+E|ExE|(E)|al...|2,$—FE

La ambigiiedad introduce cierto grado de indeterminismo para derivar palabras, por eso, en la
practica se intenta evitar gramaticas ambiguas.

(Pero: el problema de decision, si existe para una gramatica ambigua una gramatica equivalente
no—ambigua es un problema no—computable.)

Investigamos de nuevo las expresiones aritméticas:

= sabemos que tanto la adicion como la multuplicacion son asociativas, entonces podemos
acordar generar siempre con derivaciones mas a la izquierda

= sabemos que hay prioridades (acordadas) entre las operadipaates que: antes que
+, entonces podemos acordar generar primero las operacionasoagprioridad

= podemos introducir varables adicionales que nos garantizan una derivacion Unica

UsamosFE para expresiones (va a ser también el simbolo iniciapara termios (con prioridad
asociado ar), F' para factores (con prioridad asociade, & V' para variables (que ya no tendran
operaciones):

— E+4+T|T
TxF|F
— (B)|V

albl ... |z

NN
I

|

La gramatica con este sistema de producciones no es ambigua.

exprnoamb
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Autdmatas finitos

Describimos autématas finitos con unas definiciones matematicas. Nos limitamos al principio a
automatas solamente con entrada.
6.1. Automatas finitos deterministas (AFD)

Un autdmata finito determinista (AFD) es una quintupla
M = (27Q757q07F)

donde

¥ es un alfabeto (sabemeg X))

@ es un conjunto finito no vacio de estados, es decir,|Q| < occ.

0 es unduncionde transicion:
0:Q XY —Q; 5(C],U)=p

es decir, si el autobmata se encuentra en el esgtgdee’ el simboloo va al estadg.

qo € Q es el estado inicial.

F C @ es el conjunto de estados finales.

Podemos pensar de un automata como un dispositivo que lee desde una cinta con simbolos y que
realiza cambios de estados internamente:

Dibujamos los autdmatas como grafos dirigidos (no introducimos el concepto matematico de
grafos formalmente), los estados representan los nodos del grafo, y dibujamos una arista atribuida
con un simbolo entre dos nodos si existe una transision correspondiente:

es decir, el estado inicial estd marcado por una flecha y los estados finales estan marcados con
doble circulo.

Ejemplo: Un AFD que ‘acepta’ las cadena ey 1s donde los nimeros de ceros y unos es par:

Zeroonepar
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entonces
M = ({07 1}7 {q07 q1, 42, Q3}7 57 do, {qO})

¢, Como describimos comodamente

Observamog@| < ooy |X| < oo, entonces podemos hacer una tabla con los estados como filas
y con los simbolos como columnas:

6(q0,0) = q3,0(q0, 1) = q1,0(q1,0) = ...

0 mas breve una tabla:

610 1

== *qo | @3 ¢1
q1 | 2 4o

92 | 41 g3

g3 | 9o 42

= ‘Determinista’ significa que no tenemos opcion ninguna para efigis, unaguncion.

= Sij es unduncion total lamamos el automatzompleto, es decir, existe para cada estado
y cada simbolo una transicion.

= Abreviamos los dibujos para reducir el nimero de aristas:

es decir, permitimos escribir mas de un simbolo por arista, pero el cambio de estado se
realiza con leer solo uno de la lista.

Para definir el lenguaje aceptado por un AFD ampliamos la func&nna funciérv* para que
trabaja sobre palabras:

FQxY — Q
0*(g,e) = ¢
3 (q,ow) = §(d(q,0),w) o€ XweXr
es decirg* refleja el movimiento de la cabeza de lectura del autdbmata.

Un automata finito deterministel = (X, Q, 6, qo, F') aceptauna palabrav € >* si6*(qy, w) €
F donded* es la ampliacion de la funcion de transici&in

O en otras palabrad/ aceptaw, sidé*(qo, w) es un estado final del automata.

El lenguaje aceptado por un automata finito deterministal/ es el conjunto de palabras acep-

tadas pon\/:
L(M) ={w | w e ¥*, M aceptaw}
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En el grafo podemos observar:sic L(M) entonces existe un camino en el grafo desde el
estado inicialy, hasta algun estado final de tal manera que podemos ‘leer’ la palabl@alargo
de las aristas visitadas.

Ejemplo: Un automata que acepta numeros reales (en Pascal):

Curiosidades de C/C++:

= Comprueba con un compilador de C/C++ (0 de Javag=€l00; 0 a=0011.0; son
sentencias correctas, sino no lo son, modifica el autbmata adecuadamente (¢ Qué pasa con
a=009 ?).

= Comprueba con un compilador de C/C++ (o de JavaF8E000; es una sentencia cor-
recta, sino no lo es, modifica el autbmata adecuadamente.

= a=.1+ +1.; es una sentencia correcta en C/C++ (se asign&lavalorl.1 siendo la
suma de dos constantes flotantes), pero importante es el espacio entretlos dos

Vemos que estamos confrontados con diferentes problemas:

deberiamos saber antemano: ¢ Qué es una constante flotante?

deberiamos traducir dicho conocimiento en un autdémata

deberiamos comprobar si dicho autdmata de verdad acepta lo que debe aceptar

si implementdsemos tal autbmata de forma real, deberiamos comprobar adicionalmente si
la implementacion refleja la descripcion matematica

Observamos, cada AFD se puede completar:

= afiadimos un estadoa () (peroe ¢ F)

= afiadimos las transiciones que faltan, es dégjro) = e paratodos log € @ (incluyendo
e)yoeX

= COn esad) se convierte en una funcion total
Observamos:

= Sigy € F'entonces € L(M)y al revés, sk € L(M) entoncegy, € F.

= puede ocurrir que hay estados no acesibles dgsdecluso pueden ser aislados, es decir,
no existe un camino desdg hacia tal estado.
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DosautomatasM; y M, son equivalentesi aceptan el mismo lenguajel; = M, si L(M;) =
L(My).

= Si eliminamos todos los estados no acesibles (o aislados) de un autémata, obtenemos un
autémata equivalente al autémata original.

= Obviamente tal autébmata se representa con un grafo conexo.

Dos estadosq; y ¢; de dos automatasM; y M, son equivalenteses decirg, = g2, Si para
q1 € Ql Yg € QQ (5*((]1,11)) - F1 = 5*(QQ,M) € FQ.

Entonces dos automatas son equivalentes si sus estados iniciales son equivalentes.

6.2. Automatas finitos no—deterministas (AFND)

Ampliamos un poco las posibilidades de las transiciones de un autdmata finito, es decir, cambi-
amos la funcion.

Un autémata finito no—determinista(AFND) es una quintupla
M = (EanéaqmF)
donde

= Y es un alfabeto.

= () es un conjunto finito no vacio de estados, es degcir,

Q| < 0.

= § es (una de las dos definiciones, que entre si son equivalentes)

una relacion, es dechr C (@ x X) x Q

e 0 una funcion, es decif, : ) x ¥ — P(Q) siendoP(Q) el conjunto de las partes
deq@

qo € Q es el estado inicial.

F C @ es el conjunto de estados finales.

Ejemplo:un AFND para el lenguaje

Laos = {w | w € {0,1}*, w contiene dos 0s y dos }Ls

Representamos la funci@ntambién con una tabla, solo que ahora aparece mas de un estado en
cada celda de la tabla, por eso usamos la notacion de conjuntos:
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0 0 1
= @ | {90, 3} {9 @}
Q1 0 {(12}
*q2 {q2} {q2}
qs {C_I4} 0
*qy {a4} {as}

Ampliamos de nuevé para definir el lenguaje aceptado por un AFND

i x¥ — PQ)

6"(q,e) = ¢
(qow) = A{plpe@,Iredlq,o):ped(r,w)}
oceX,weX”

es decird* coincide con para simbolos del alfabeto y en general enumera los estados alcanz-
ables con tal palabra.

Un autdémata finito no—deterministd = (3, @, 9, qo, F') aceptauna palabrav € ¥* si§*(go, w)N
F # () dondeé* es la ampliacién de la relacion de transicion

O en otras palabrad/ aceptaw, sié*(qo, w) contiene un estado final del automata.

El lenguaje aceptado por un automata finito no—deterministal/ es el conjunto de palabras
aceptadas pal/:
L(M) ={w | w e ¥*, M aceptaw}

6.3. Equivalencia entre AFD y AFND

Esta claro que cualquier AFD también es un AFND, es decires un lenguaje aceptado por un
AFD, también esta aceptado por un AFND. Simplemente existe como mucho una sola transicion
para cada simbolo del alfabeta y para cada estado.

Pero también podemos construir para cada AFND un AFD equivalente, es decir, un autbmata
determinsta que acepta el mismo lenguaje.

Ejemplo: convertimos el AFND que acepfa,, en un AFD equivalente:

Para el caso general tenemos:

SeaM = (%, Q, 8, g0, F') un AFND, construimos un AFD/’ = (3, Q', &, ¢y, F') con

= ) C P(Q), es decir, es—como mucho—el conjunto de todos los subconjunt@s de
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= ¢, = {q}, es decir, es el conjunto que contiene el estado inicial del AFND.

» 0 (Q;,0) = Pj <= 3q € Q;,p € P;cond(q,o) = p, es decir, existe una transicion con
el simboloo en el AFD, si existe alguna transicion con tal simbolo entre cualquier pareja
de estados correspondientes en el AFND.

» [V C P(Q) consif € I’ entonces existe up € f cong € F, es decir, el conjunto de

estados finales son todos aquellos estados del AFD que contienen por lo menos un estado

final del AFND.

Se suele construir los estados necesarios del AFD a lo largo de la construccion en vez de coger
por defecto todos los posibles subconjuntos, para evitar—en caso que sea posible—construir

muchos estados que finalmente no se alcanza desde el estado inicial.
¢ Porqué es correcta la construccion?

Tenemos que comprobar formalmente qué/sisiendo un AFND) acepta, entonces\!’ (sien-
do el AFD construido) también lo acepta; y/&i’ aceptaw, entoncesV/ también lo hace, es
decir, queL(M) = L(M').

Pues, sed/ un AFND y M’ el AFD correspondiente.
Seaw = zxox179 ... x, € L(M) cualquier palabra aceptada par.
Comprobamos que € L(M'), es decirL(M) C L(M'):

Definimos los siguientes diagramas

T

p — q
Mm Mm
P - Q

es decir, si hacemos la transicion &h desdep a ¢ leyendoz;, en otras palabras, usamos
d(p,z;) = ¢, entonces existe (segun construccion) una transicioh/ede P (conp € P) a
@ (cong € Q) leyendoz;, en otras palabras, existeP, z;) = Q.

Para la palabra: obtenemos:

x0 1 o Tn—1 Tn
o — @ — G — o —— Gn — (py1 € F
m m m m m

o 1 xTo Tn—1 x /
Qo — Q1 — @ — -+ — Q, — Qnu € F

donde la construccion \@esde la izquierdeges decir, del estado inicial, hacia la derecha, es decir,
a un estado final. Dado qué aceptav, ¢, €s un estado final y siendo miembro de un conjunto
@n.1, €ste sera un estado final 8i£.
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Entonces hemos comprobado qué aceptaw, y por esoL(M) C L(M').
Ahora, seav = xgr123 ...z, € L(M') cualquier palabra aceptada por.
Comprobamos que € L(M), es decirL(M) D L(M'):

Definimos los siguientes diagramas

Ty

es decir, si hacemos la transicion &fi desdeP leyendox; a (), en otras palabras, usamos
d(P,z;) = @, entonces existe (segun construccion) una transiciaW ele algurp (conp € P)
leyendoz; a alging (conqg € ), en otras palabras, exisiép, x;) = q.

Para la palabra obtenemos:

o 1 T2 Tn—1 Tn /
Qo — Q1 — Q2 — -+ — Qn — Qnu € F
W W W W W

o T xr2 ITn—1 Tn
Qo — @ — G — 0 — @ — (py1 € F

donde la construccion va ahodasde la derechaes decir, un estado final, hacia la izquierda,
es decir, al estado inicial. Dado qué’ aceptaw, @), €s un estado final y un conjunto no
vacio, entonces existe un miemigto ; que también es elemento éiey por consecuencia up,
aplicando el diagramay asi succesivamente hasta llegar a

Entonces hemos comprobado queaceptaw, y por esoL(M) D L(M'").
Finalmente tenemas(M) C L(M')y L(M) D L(M') y por esoL(M) = L(M’).

Como se observa en la construccion puede ser que g€isatados en el autémata determinista
si el autébmata no-determinista tend| estados, es decir, el crecimiento del nimero de estados
puede ser exponencial.

Surgen dos preguntas:

¢ Existen AFNDs que producen un AFD de tal tamafio grande?

¢,Son necesarios tantos estados (o existe una mejor forma de realizar la conversion)?
Un ejemplo para una respuesta a la segunda:

Usamos: = {a, b} como alfabeto. Definimos los siguientes lenguajes (que dependen del nimero
n € IN):
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Ln: {U) ’ w € 2*,11}:’(1]111)2,’(1]1 #wg,]wﬂ = ‘U)2| :n,nelN}

es decir, todas las palabras cnletras donde la primera mitad se distingue de la segunda.

Es bastante claro que para cualquiegxiste un autOmata que acegta porque el lenguaje es
finito (| L,,| = 22" — 2").

En un libro (HotzEstenfeld) se encuentra el siguiente AFND que adepfdejan la compro-
bacion al lector)

Bueno, con un poco de trabajo se puede comprobar (enumerando todos los caminos desde el
estado inicial hasta el estado final) que en cada uno de los caminos siempre existe en la primera
parte una arista con umao unab) donde en la misma posicién de la segunda parte hay (ma

unaa).

El AFND dado tiene 22 estados que (sin que ellos lo dicen) esta en el orden(sieinspec-
cionamos la construccion ‘vemos’ la suma de 1 has)a

También construeron un AFD pafg:

Manifestan que dicho autbmata es minimo, y teniendo mag dstados concluyen que la con-
struccién de un AFND a un AFD puede incrementar el nimero de estados exponencialmente.

Veremos: jAmbas construcciones tienen sus deficiencias, aunque el hecho en si es correcto!

Primero, no dan un esquema coOmo construir un autébmata que recahppezaa cualquien
(puede ser que hay ‘buena suerte’ en el casbsjle

Segundo, el AFD dado no es minimo, una simplificacion seria:

Pero, el nuevo autbmata sigue necesitando un niumero exponencial de estados, porque se tiene
gue construir en el ‘lado izquierdo’ todas las posibles palabras

Entonces:¢,Creemos o sabemos?, si no lo hemos comprobado o si no hemos entendido una com-
probacion presentada, entonces solamente creemos. El saber va mas alla. Hay que mantenerse
critico, siempre.

Construimos un AFND paré,, sistematicamente.

Idea: En cada uno de los caminos reconociendasiempre tiene que existir una arista con una
a (0 unab) donde en la misma posicién para reconacghay unab (0 unaa).

Este principio nos lleva a una construccion inductiva:
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afdin
afdin
afdin

afdinn

El nUmero de estados entonces es:

Q] = 1424+4+464+...+2n+2n—2)+...+4+2+1

n n—1
= 14+2) i+1+2) i
=1 i=1
= 1l4+nn+1)+1+(n—1)n
2(n* +1)

Como vemos, incluso hemos reducido el nimero de estados: el AFND para aceptne

solamente 20 estados.

La construccion de un AFD sigue el mismo argumento dado arriba: se necesita construir todas
las posibles palabras; en ‘el lado izquierdo’ y por eso el AFD tiene por lo merysestados
(los2™ — 1 para enumerar log, y por lo menos un estado final en ‘el lado derecho’.

Otro ejemplo para mostrar las capacidades de un AFND (y el crecemiento exponencial necesario
del AFD equivalente):

Usamos: = {0, 1} como alfabeto. Definimos los siguientes lenguajes (que dependen del numero
n € IN):

L, = {w | w € ¥*, w contiene un 1 en la-nésima posicion desde la dere¢ha

Es bastante facil construir un AFND que acepte

No es tan obvio como construir directamente un AFD. Pero es posible con la construccion (jHa-
zlo!).

Observamos en la construccion:

» Seaw = T,x,_1 ... 1271 € {0,1}*.
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» Paratodoslose {1,...,n} tenemos:
g € 0" (qo,w) =z, =1
es decir:

e Siz; = 1 (el i-ésimo simbolo desde la derecha es un 1), entonces existe un camino
desdey, a ¢; (es decirg; € 6*(qo, w)) porque podemos usar dichg para pasar el
‘puente’ y

e si existe un camino desdg a ¢; leyendow (¢; € 6*(qo, w)), entoncesy tiene un 1
comoi-ésimo simbolo desde la derecha (es degik= 1) porque hemos pasado el
‘puente’.

= Entonces, existe en la construccion para cada subconfargoP () cong, € P una
palabraw tal que tenemos que construir un camino deggle- {qo } haciaP.

» Entones el AFD contiene por lo men®§!~! = 2" estados (todos aquellos que codifican
subconjuntos conteniendg).

Construimos un AFD directamente:
Este autémata (y siguiendo el esquema de la construccion) contiestados.

En ambos ejemplos parece que el numero de estados necesarios en un AFD tenga algo que ver
con la ‘capacidad de contar o enumerar’ hasta cierto numero.

6.4. Automatas finitos no—deterministas con transiciones ¢ (AFND-
€)
Queremos construir un autbmata que acepta el lenguaje
L={a'Vc"|i,j k€ N}
Si fuesemos capaz de saltar magicamente, es decir, sin consumir una letra de la entrada, de un
estado a otro, seria facil la construccion:
AUTaibjckeps

Es decir, hemos introducido aristas marcados con la palabraevacia

Un autdmata finito no—determinista con transiciones (AFND—) es una quintupla
M = <27Q757QO7F)

donde
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= (0, %, qo, Y I estan definidos igual como en el caso de un AFND
= Jes

e unarelacion, es decir C (Q x (XU {e})) x Q

e 0 una funcion, es decif, : @ x (XU {e}) — P(Q) siendoP(Q) el conjunto de
las partes dé€)

Observamos que afiadir mas aristascoloviamente no cambia el comportamiento del autémata:

AUTaibjckepstrans

Podemos tratar las transiciones ea@omo una relacioff’ sobre el conjunto de estados, es decir
T=Ti={(q,p) | 0(g.6) =p} CQxQ

En el ejemplo tenemos
Ty = {(q0, 1), (01, 92)}

Esta relacion podemos ampliar para que sea reflexiva, es decir, que todas las(payeeen
q € @ formen parte de la relacién, es decir, formamos

To={(q,q9) | ¢ € Q}

y con eso
T=T,UT;

entonced’” por construccién es una relacion reflexiva. En el ejemplo tenemos
To = {(q0, ), (01, 01); (92, 42) }

y con eso
T = {(q07 QO)7 <QO7 q1)7 (Q17 Q1)7 (Qh QZ)7 <(127 Q2>}

Podemos ampliar la relacién aun mas considerando el efecto transitivo de las transicamnes
decir, formamos en un primer paso

T, ={(gp) | Ire@ : (¢r),(rp) € LUy (qp) ¢ ToUT}

y con eso
T'=TyUT,UT,

en el ejemplo tenemos
T2 - {(90792)}

y asi sucesivamente

T ={an) |3 eQ : @n.tneUnyen ¢ Un)
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Finalmente definimos
o
T"=T,ULULU.. =T
1=0
comoclausura (o ciero, o cerradura) transitiva de la relacion de las transiciones 0 mas
breveclausura—«.

El proceso termina en nuestro caso de autématas finitos, es decir, la unién va solamente sobre un
namero finito des, porquel™ sigue siendo un subconjunto del conjunto firdjte Q (1T*Q x Q).

Con la clausura=podemos definir lalausura— de un estadg como todos aquellos estados que
se puede alcanzar con caminos de transisiefesdecir

c(q)={p|(¢,p) €T}

En el ejemplo:

~—

cl(qo {90, q1. 42}
Cl( {917 Q2}
cl(g) = {q}

2
[y
~—

AUTaibjckafnd

= hemos afiadidg, a los estados finalels porque existe un estado final que pertenece a la
clausurae deq, es decire € L

= hemos marcado las aristas de la clausucan simbolos del alfabeto

Entonces podemos formalizar el lenguaje aceptado por un AE&recido a lo que hicimos
para un AFND).

Primero definimos la ampliacion depara autdbmatas con transiciones*(¢, w) va a ser el
conjunto de estados (igual como en el cas@dpara AFNDs) que podemos alcanzar degde
leyendo la palabra. Entonces:

(S*ZQXE*—)'P(Q)

6"(q,€) = cl(q)

es decir, nos quedamos en la claususa-hemos alcanzado el final de la palabra
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0 (qywo) = {p|peQyIredi(qw)talquep € cl(d(r,o0))}
= | d@ra)

red*(q,w)

es decirg*(q, w) es el conjunto de estados alcanzables desde un essaelodo miembro
de la clausura=de un estado alcanzable degd#n haber leido el dltimo simbole.

d*(g0, w) enumera entonces todos los estados alcanzables gidsglendo la palabra.

Observa:Hemos dado una definicion recursiva desde la izquierda, es decir, afiadimos un simbolo
a la derecha. Hubiese sido posible defiriipara un AFND de la misma manera.

Un autbmata no—determinista con transiciones M acepta una palabraw sobre el alfabeto
¥ (w e X¥)si

dondes* sea la ampliacion de la funciondada arriba.

El lenguaje aceptado padr es (como siempre)

L(M) = {w | M aceptaw}

6.5. Equivalencia entre AFND y AFND—- ¢

Primero observamos que cualquier AFND es obviamente también un AF{pDes uno que,
por casualidad, no tenga transiciorngs

Luego podemos construir a partir de un AFND# AFND equivalente.

Entonces, seal = (3, Q, J, qo, F') un AFND-«.

Un AFND equivalente es el automatd’ = (X2, Q’, &', ¢, F') donde

" Q' =Q
» 0(q,0) = Ured(q) cl(6(r, o)) (podemos escribir solpporque®)’ = Q)
" gy =q

o F si Fne(g)=0
Tl Fuqgy si Fnecg)#0

es decir, afiadimog como estado final, si algun estado final del AFNPertenece a la
clausurae del estado inicial.
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Convertimos el ejemplo:

La tabla de transiciones patd con las transiciones de la clausw&s:

‘ a b c € cl
do {QO} - - {Ch} {QO>Q1aQQ}
q - {(J1} - {(J2} {Qb Q2}
q2 - - {Q2} - {Q2}

entonces la tabla con transiciones desde la claw@s—

‘a b c cl

cdlg) | {oo} {a} {e} {00 @}
cdlg) | — Ao} e} g, e}
cl(q2) - - {q2} {a2}

y con eso la tabla final del AFND es

a b c
a@ | {a0. a1, 2} {ar. 2} {2}
¢ - {a, 2} {a}
0 - - {2}

Ademés tenemoB N cl(qo) # Dy por esoF’ = F U {q} = {q0, ¢2}-

Finalmente resulta el siguiente grafo:

¢, Por qué es correcto la construccion?

Pues los argumentos (y la comprobacion) siguen los mismos pasos como lo vimos en el caso de
AFND y AFD. Siempre cuando hay una transicion en el AFNDReyendo un simbolo encon-
tramos (segun construccion) una transicion en el AFND correspondiente porque consideramos
toda la clausurasy vice versa, si hay una transicién en el AFND, tiene que haber existido una
transicion en el AFNDeo bien con o bien sin una secuencia de transicienes

¢,Cuanto ha crecido esta vez el automata?

El nimero de estados queda igual, solo se amplia (si hace faftay un estado. Pero ha creci-
do el nimero de aristas (es decir, transisiones). Dicho crecimiento puede llegar como mucho a
1%||Q|? porque como mucho tantas aristas se pueden incorporar entre los nodos del grafo.

Finalmente hemos comprobado la equivalencia entre autdmatas no—deterministas y automatas
no—deterministas con transiciones
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6.6. Existencia de autdbmatas finitos minimos

Ya vimos que hay varias posibilidades para construir un automata finito determinista que acepte
un lenguaje (regular), por ejemplo, por construccion directa, o por el paso de un AFND a un
AFD.

Surge la pregunta: ¢ existe un autdmata finito determinista (AFD) minimo que aceptatal lenguaje?

Nos referimos al nimero de estados que tiene el AFD, es fggidado que el niumero de
transiciones por estado esta determinado por el numero de simbalaseltiplicado por| Q)| si
el AFD es completo.

La respuesta es: jpor supuesto que si!

Con el siguiente argumento: cada subconjunto de los nimeros ebhidi®se un minimo, y los
numeros de estados de todos los posibles AFDs que ackftaman tal subconjunto.

Para la construccion del autdbmata minimo necesitamos el formalismo de las relaciones de equiv-
alencia.

Ya vimos que para cada lengudjeC ¥* podemos construir una relacion de equivalencia sobre
E*.

TRy <= (Vze¥*:xze€ L<=yz€ L)
es decir,r es equivalente g, si, ailadiendo cualquier sufijo, ambas palabras resultantes o bien
estan erl o bien no estan eh.

Unlenguajel, C >* esregular, siy solo si el indice de larelaci®nes finito, es decir, la relacion
tiene solamente un numero finito de clases de equivalencia (Teorema de Myhill y Nerode).

Comprobamos primero la direcciop==", es decir, si el lenguaje es regular, entonces el indice
de la relacion es finito:

L es regular, entonces existe un AFD que acépta
SealM = (%,Q,4,qo, F) un AFD conL(M) = L.

Definimos una relacién de equivalencia sobfe

rRyy st 0%(qo, ) = 0"(qo, y)
es decir, llegamos al mismo estado leyendny empezando en el estado inicial.

Veremos a continuacion que,, C R, es decir, que?,; es un refinamiento d&;, o en otras
palabras, si dos elementos caen en una misma clase de equivalencia respecto a laitglacion
también caen en una misma clase respedtg.a

Entonces, seaR,,y, es decit*(qy, ) = 6*(qo, y)-
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Seaz € X* cualquier palabra. Miramos:

rz €L <= §(qo,x2) €
= 6"(0"(qo, @), )G F
<~ 0"(0"(q0,v), )EF
< 0"(q,y2) €
<~ yzel

es decir, sic R,y entonces tambiénR,y, y por eso:

Indice(Ry) < Indice(Ryy)
namero de estados acesibles degde

Comprobamos ahora la direccior==", es decir, si el indice de la relacion es finito, entonces el
languaje es regular. Dicha comprobacion va a ser una comprobacién constructiva muy Util:

SealR;, la relacion de equivalencia deconIndice(R.) < oo.

Entonces hay palabras, xs, ...,z € ¥* conk < oo, es decirk es finito, cuyas clases cubren
hI
=[] Uz U. .. Ul

Construimos un AFD gue contiene justamente tantos estados como hay clases:

M:(EaQaéaqmF)

donde

Q = {[1‘1], [*752]7 sy [xk]}

d([z], o) = [zo], es decir, se hace la transicion de la clase a la cual perteriegendoc
a la clase a la cual pertenece

= o = [¢], es decir, el estado inicial es la clase a la cual pertenece la palabra vacia

F = {[z] | = € L}, es decir, existen tantos estados finales como hay clases de equivalencia
perteneciendo &.

Entoncesd*([e], z) = 0*(qo, x) = [x] y vemos
reLM) < §(q,x)€eF
<~ ([¢e],x) € F
<~ [z]eF
< z€el



Dr. Arno Formella 41

6.7. Ejemplos de uso del teorema de Myhill y Nerode

Investigamos de nuevo el lenguaje
L={a"b"|neN,n>0}
anotamos unas clases de equivalencia:de

lab] = L
[a®b] = {a®b,d®V?, a*?,.. .}
[akb] — {ak:-i-i—lbi ’ i > 1}

verificamos que son clases de equivalencia, porqué&'si't’ € [a*b] y a* =10 € [a*b] en-
tonces o biem -1z, okt € L (siz = V1) o biena* Tz, ok ¢ L (si

z # b,
Por eso el nimero de clases g es infinito, es decidndice(Ry) = oc.

Observa que no hemos clasificado todas las palabras dsino solamente algunas palabras
posibles:
Y*=LU [a*]U...U[a"b)u... U.., las demas clases
N~~~

ya son un namero infinito

es decir, para comprobar que un lenguaje no es regular basta con encontrar un namero infinito de
clases de equivalencia (respecto a la rela¢igh

Investigamos el lenguaje
L={w|we{0,1}"y w termina con 00

Pensamos en las posibles clases de equivalencia. Obviamente hay tres, o bien una palabra no
termina en 0, o bien termina en un 0, o bien termina por lo menos en dos 0, es decir:

(] = {w|wnoterminaen
0] = {w |wterminaenunsolo
[00] = {w |w terminaen 00

ConX* = [¢]U[0] U[00] seguimos la construccion de arriba y obtenemos la tabla de transiciones
para el autbmata:

0 1
=[] | [0] [e]
[0] | [00]  [e]
+[00] | [00] [e]

0 como diagrama:
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6.8. Algoritmo de minimizacion

La comprobacion del teorema de Myhill y Nerode nos proporciona un hecho muy importante:

el autdmata basado en las clases de equivalencia es el autbmata minimo dentro de todos los
posibles autdmatas finitos deterministas y completos que aceptan el mismo lenguaje, porque un
tal autébmatal/’ definiria un refinamiento d&,,, C R, es decirIndice(Ry; ) > Indice(Ry)

y el AFD de las clases de equivalendia representa las mismas clases = R,;, entonces
Indice(Ryy) > Indice(Ry) = Indice(Ryy).

Una pregunta surge: ¢ Como sabemos si un AFpa es minimo?

Pues,M no es minimo, si
Vw e X*Ap,q e Q,p#q: 5 (p,w) € F < §(q,w) € F

es decir, llegamos con alguna palabrdesde ambos estados siempre o bien a un estado final, o
bien a un estado no—final.

En tal caso, podemos unir los dos estados en un Unico estado.

Basta con ‘realizar las pruebas’ con todas las palabrasn |w| < |Q| porque no hace falta
visitar un estado dos veces.

Con dicho argumento describimos el algoritmo de minimizacién (sin comprobacién) a contin-
uacion.

Decimos que dos estadpy ¢ son distinguibles (o no—equivalentes) si existe una palatiyae
nos lleva desdg a un estado final pero no desgle al revés, es decir:

pEq ("(p,w) € Fy&(q,w) ¢ F)o (6" (p,w) ¢ F'yd(q,w) € F)

El algoritmo calculara la relacion de distinguibilidad (o no—equivalencia) entre los estados y
contiene 5 pasos.

1. Se elimina todos los estados no acesibles desde el estado inicial.

2. Se forma una tabla de todas las parejas de estadgsconp # q.

3. Se marca en la tabla todas las paré€jag) conp € F,q ¢ Fop ¢ F,q € I (porque
dichos estados seguro son distinguibles).

4. Mientras haya cambio en la tabla:

para cada parej@, ¢) no marcada y para cada simbelo
si(6(p,0),0(q,0)) estd marcada, también se mafga;).

5. Las parejas (tuplas) no marcadas se une en un solo estado.
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Ejemplo: partimos del siguiente AFD completo:

1. Todos los estados son acesibles desgm®r eso, no hay que eliminar nada.

2. Latablaes:

1
1
1

3. Las marcas iniciales son (en vez de simple marcas, usamos numeros para visualizar en el
siguiente apartado los cambios en la tabla en cada paso):

a b ¢ d

O QL0 o
| I |
| I |
1
B R R R

O QUL O o R
LI |
| I |
NN
Ul
Ll e e

5. El autébmata minimo es:

Observa que en la construccén del autobmata podemos comprobar de cierta manera la cor-
reccion de la tabla: cuando recorremos todas las aristas del automata original, tenemos que
o bien afiadir o bien encontrar su homologa en el autébmata en construccion.

El paso 4 se puede implementar mas eficiente. En vez de mirar tantas veces las parejas no mar-
cados, se mantiene listas de espera que se marcan recursivamente. Observamos:

= Sitenemos que marcép, q), es porquér, s) = (d(p,0),d(q, o)) ya estd marcado.
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= Entonces de alguna manera la pafgja;) depende de la parefa, s).
= Esdecir, si en un futuro marcamos en algun momeéntg, directamente podemos marcar
(p, q) también.

Para llevar eso a cabo, afiadimos a cada celda una lista de parejas que dependen de la la pareja
en cuestion. Si se marca una pareja, recursivamente se marcan también todas las entradas en las
listas.

Con esta mejora el algoritmo tiene complejidadQ|?|>|).

Expresiones regulares

Hasta ahora era dificil describir lenguajes aceptados por autdmatas. Siempre teniamos que aprovechar
de una notacién como
L(M) = {w | alguna propiedad de}

Por ejemplo, si queriamos desarrollar un automata que comprobase que una cadena codificase
una direccion de correo electrénico valida tendriamos como propiedades:

los simbolos permitidos soa:z, A-Z, 0-9, @ . - _
debe contener exactamente @a

por lo menos un detras de l&§@

detras del ultimo deben venir entre 2 y 4 letras

detras de caday de la@debe venir por lo menos una letra

o o M W DN PRF

delante de lg@por lo menos una palabra que empieza con una letra,

es decir,L(M) = {w | w cumple las condiciones de arriba
Ejercicio: jIntenta construir un autémata!

Seria conveniente tener un meta—lenguaje que nos permitiese describir facilmente lenguajes (por
lo menos de cierto tipo).
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7.1. Sintaxis y semantica

SeaX un alfabeto. Un@&xpresion regulara sobreX: se define con las siguientes reglas (induc-
tivas):

1. a) 0 esunaexpresion regular
b) € esuna expresion regular
C) sio € Y, entoncew es una expresion regular

2. siay (3 son expresiones regulares, entonces también

a) «.( esuna expresion regular (obviamos del punto muchas veces)
b) («+ () es una expresion regular

3. sia es una expresion regular, entonces también

a) (a)esuna expresion regular
b) («)* es una expresion regular

Como observamos: hemos introducido meta—simbolas)(;* *',* +,* ", "). Si alguno de ellos
aparece et tenemos un problema (Houston) que resolveremos al final de esta seccion.
Ejemplos:

Sea> = {a, b, c}. Posibles expresiones regulares son:

((a.b)" + b.c.(a)") ((a.a.a + b.c) + (c.b)*.(b)")

Con eso hemos definido una sintaxis de expresiones regulares, pero ¢.cual sera su semantica?
Para cada expresion regular definimos un lenguaje correspondiente (basado en las reglas).

El lenguaje L(«) definido por una expresion regulara se define:

1. a) L) =0
b) L(e) = {e}
C) sio € X, entonced. (o) = {o}
2. siay (3 son expresiones regulares, entonces
a) L(a.f) = L(a).L(B)
b) L((er+ ) = L{a) U L(5)
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3. sia esuna expresion regular
a) L((e)) = L(a)
b) L((a)*) = (L())"

Ejemplos: sobreX = {0, 1}:
= el lenguaje que contiene una subcadena 11:
((0+1)"1,1.((0+ 1))*
= todas las cadenas que alternan Oy 1:
(((0,1)" +(0,1)%,0) + ((1,0)" + (1,0)%,1))

o también con la expresion

(1+€).(0,1)*.(0 + €)

7.2. Equivalencia entre autdbmatas finitos y expresiones regulares

La semantica de una expresion regular define un lenguaje.

Dado una expresion regular(sobre un alfabet®). ¢ Qué tiene que ver el lengudjéx) con un
lenguajeL (M) aceptado por un automata finitd?

Veremos: para cada expresion regulagxiste un autbmata no—determinista con transicienes

M, o sea un AFNDs¢; que acepta el mismo lenguaje (es dekiy) = L(M)).

Ya sabemos: entonces también existe un autémata finito determinista, o sea un AFD, aceptando

el mismo lenguaje.

De hecho, comprobaremos algo mas: para eegtsbre>. existe un AFND< M = (3, Q, 6, qo, F)
conL(a) = L(M)y

= N0 existe ninguna transicion hacia el estado inicial, es decir
VgeQ,0e€X:q ¢ d(q,0)Ud(g,e)

= M tiene exactamente un estado final del cual no sale ninguna transicién, es decir,

|Fl=1yVYoeX, feF:0(f,o)Ud(f,e)=10
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La comprobacion sigue la definicion inductiva de la expresion regular, lo describimos solamente
con los grafos de los automatas. Entonces, geah, y v expresiones regulares sobre algun
alfabetoX..

1. a a=10
regexprafndell
b) a=c¢
regexprafnde
) a=a
regexprafnded
2. @ a=py
regexprafndeft
b) a=(3+7)
regexprafnde’
3. @ a=(p)
regexprafndef
b) a=(8)
regexprafndef

Ejemplo: construimos el AFNDeparaa = (((a.b)* + a) + b.b)

regexprafndesj

La otra direccion, es decir, comprobando que para cada autOmata finito existe una expresion
regular que describe el mismo lenguaje, nos costara un poco mas de trabajo.

SealM = (%, Q, 0, q, F') un AFD (sabemos que cualquier AFND o AFNDse puede convertir
en un AFD).

Describimos un algoritmo que sucesivamente construye la clausura transitiva del autémata da-
do y asi construye finalmente—como atributos de las aristas @mgren nuevo estadg—Ila
expresion regular.

Por eso permitimos que se pueden escribir expresiones regulares a las aristas de un autémata, es
decir, para(p, o) = g escribimogp, o, q) (pues, la arista del estag@l estada; con atributaz),
o teniendo expresiones regulatesa, ¢) (pues, una arista gea g con atributax), o con dibujo:

aristaexp
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1. afiadimos un nuevo estagioy conectamos todos los estadosregon transiciones a f,
es decir, cambiamas/ por M’ = (Q U {f},%,d,q,{f}) donded’ = ¢ para estados en
Q yademas/q € F': d'(¢q,¢) = f. Asi no hemos cambiado el lenguaje aceptadoigor
(Pero siguimos escribiendo abajo simplememtgy, y () para simplificar la notacion.)

2. paratodos los estadQs# qoy ¢ # f

a) paracada pareja de aristas3,q) y (¢,7,r) y arista reflexivdq, ¢, ¢) (nota, puede
serp =r)
afnade aristép, Bp*y, )

b) eliminag con todas sus aristas adyacentes

C) agrupa las aristas construidasay,r), . .., (p, ax, ) escribienddp, a; +. . .+ay, )

3. cuando termina el proceso, es decir, solamente existen aristaggeptife precisamente
(g0, @, q0) YO (q0, B3, f), la expresion regular final es (5.

(Observa: sijy € F entonces existe una arista coantreq, y f, por esog € L(/3), y entonces
no hay que considerar un caso especial para contemplar lazos reflexiygoequea™ 5+ a* =

a*f3.)

Ejemplo:

XXX

Una comprobacion formal de la correccion del algoritmo es bastante técnica. Principalmente
hay que realizar una induccién estructural con propiedades de dichos automatas extendidos (que

tienen expresiones regulares en sus aristas). No lo detallamos aqui, cae en la categoria: lo creemos
(en estos momentos).

Como vimos en el ejemplo, hemos construido una expresion regular totalmente diferente a la de
partida. Debemos transformar dicha expresion regular sin cambiar el lenguaje que define para
conseguir finalmente una expresion regular igual a la de partida. Por eso:

Dos expresiones regularesy y 3 son equivalentea = () si definen el mismo lenguaje, es
decir, siL(«) = L(5).

Obviamente hay operaciones con expresiones regulares que mantienen la equivalencia, por ejem-
plo:

Asociatividad:

(a+(B+7) = (a+8)+7)
a.(B.7) (a.3).y
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Conmutatividad:

Elementos neutros:

(@+0) = (0+a)

=
(ae) = (eq)
=
Eliminacion:
(a.0) = (0.0)
Distributividad:

a.(B+7) = (af+axy)
(a+8)y = (ay+B7)

Simplificacién:

—~
—~
Q
= *
S— ~—
* *
I
=
Q
N—
*

Con eso y un poco de impetu podemos transformar sucesivamente la expresion regular obtenida
para obtener al final la expresion regular que era la base para el autémata finito inicial.

XXX

El problema de comprobar en general si dos expresiones regulares son equivalentes no es nada
facil. Dicho problema cae en la clase de los problerssAaCEque contiene problemas aun mas
complejos que los problemas de la claseque (a lo mejor) veremos hacia el final del curso (un
problemanp es el problema del viajante). Aqui nos basta constatar que un algoritmo determinista
que resuelve el problema necesita un tiempo que crece mas que exponencial en la longitud de la
expresion regular.
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7.3. Abreviaciones para el uso de expresiones regulares

Para simplificar mas el uso de expresiones regulares, introducimos prioridades para eliminar
parentesis, atorgamos

= a la operacion ‘asterisco de Kleene’ maxima prioridad (parecido a la exponenciacion en
expresiones algebraicas)

= a la operacion ‘concatenacion’ segunda prioridad (parecido a la multiplicacion en expre-
siones algebraicas) y

= a la operacién ‘addicion’ la minima prioridad (parecido a la adicion en expresiones alge-
braicas)

Ejemplos:
XXX

Adicionalmente describimos algunos ejemplos de abreviaciones de uso comun para expresiones
regulares (jpuede ser que dicha notacion describe lenguajes que ya no son lenguajes regulares!):

Sea¥ = {oy,01,...,0,} un alfabeto, donde los simbolos implicitamente estén ordenados, es
decir, sii < j parai,j € {1,...,n} entonces; viene antes en el orden de todos los simbolos
queo; (pues, entonces es tal cual como estamos acostrumbados de tratar nuestro alfabeto del
lenguaje natural).

" [0, —0j] : 0, +...+0j, esdecir, todo el rango de simbolos entre (y incluyeadg)o;.
Sij<i,]o;—o]=¢
» a? : (a+ €), es decir, una o ninguna vez
= ., cualquier simbolo del alfabeto
= o' : aa*, es decir, por lo menos una vaz
= Q" Q.. (usando tah en varias posiciones y exigiendo que tenga en casos concretos
n—Veces

en todos los sitios el mismo valor se pueden describir lenguajes ya no regulares)

= ™"} por lo menosn veces, pero como muchovecesa. (igual como arriba, usando tal
n 'y m se pueden describir algunos lenguajes no regulares)
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7.4. Simbolos y meta—simbolos

Resolvemos el problema de tener simbolos iguales gen el meta—alfabeto:

Se suele usar un simbolo de escape en el meta—lenguaje, normalmente el simbolo \. Si\ aparece
delante de otro simbolo, entonces se considera un simbolh si@o un meta—simbolo. (En-
tonces, si\ es eR, se anotaria como \\.)

Entonces podemos escribir la expresion regylgue define una direccidén de correo electrénico
sintacticamente correta como:

a = [a—2A—Z|la—2A—20-9\ - _]'
n = (a\.)a@(a\.)[a— 24 — Z]3H

donde unimos adicionalmente varios rangos en uno.

Lenguajes regulares

8.1. Equivalencia entre gramaticas lineales por la derecha y auto6-
matas finitos

Seal = (,Q, 4, qo, F') un AFD.

Construimos una gramatica lineal por la dereGheon L(G) = L(M), es decir, genera el mismo
lenguaje que el AFD acepta.

G = (ZN72T>P7$) = (Q727P7q0)
es decir

= Yy = @, los estados del autdmata determinan los simbolos no—terminales de la gramatica
= Y7 =X, los simbolos del autdmata determinan los simbolos terminales de la graméatica

= $§ = ¢, el estado inicial del automata determina el simbolo inicial de la gramatica
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El sistema de produccionésesta dado por:

= Sid(q,0) = p es una transicion del AFD, cgng € Q y o € ¥, entonces afiadimosria
la producciony — op.

= Sid(q,0) = p es una transicion del AFD, cane Q, p € F'y o € 3, entonces afiadimos
a P la producciony — o.

= Siqy € F, entonces afiadimos/ala producciony, — e.

Ejemplo:

‘ a b ¢

= *@ |90 1 G2
*q1 | — @1 G2

*q2 | — — Q2

Entonces el sistema de produccioriede la gramatica sera:

P = {QO — CZCIO‘a’bQ1‘b|CQQ‘C|€,Q1 — bQ1’b‘CQ2|Ca g2 — CQ2’C}

SeaG = (Xy, 27, P,$) una gramatica lineal por la derecha, es dekirz Xy x (X7.Xy U
ZT) U {$ — E}.

Construimos una automata finitd con L(M) = L(G), es decir, el autdbmata acepta el mismo
lenguaje que la gramatica genera.

M = (E,Q,(S,QO,F) - (ZT;ENU{f}757$7{f})
es decir,

= Y7 =3, los simbolos terminales de la gramatica determinan los simbolos del automata

= Q) = Xy U{f}, los simbolos no—terminales de la gramatica determinan los estados del
automata, y afiadimos un nuevo estgdes decir,f ¢ Xy

= g5 = $, el simbolo inicial de la gramatica determina el estado inicial del automata

Las transiciones estan dadas por:
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= SiA — 0B es una produccion dg, conA, B € Yy Yy o € X7, entonces afladimos la
transiciond(A, o) = B.

= SiA — o es una produccién dé, con A € Yy Yy o € X7, entonces afiadimos la
transiciond(A, o) = f.

» Si$ — € es una produccion d&, entonces afiadimos la transicié($, ¢) = f.

Observamos que el autébmata construido es un autémata finito no—determinista (AFND) que
podemos convertir en un AFD si hace falta.

Ejemplo:
Para la gramatica de arriba—renombrando los simbolos—convertimos

P = {$ — a$|a|bA|cB|cle, A — bA|b|cB|c, B — ¢B|c}

a la tabla de transiciones

a b c
= | {5/} {4 {B.f}
A - {Aaf} {vi}
? - - {vi}

8.2. Equivalencia entre gramaticas lineales por la derecha y lin-
eales por la izquierda

Como era de esperar, gramaticas lineales por la derecha y gramaticas lineales por la izquierda
describen el mismo ‘fendmeno’, es decir, generan los lenguajes regulares.

SeaG = (Xn, X7, P,$) una gramética lineal por la derecha, es dekirz Xy x (Xn.Xr U
Yr)U{$ — €}

Construimos una gramaticd = (X', X7, P’, $) lineal por la izquierda con el siguiente algorit-
MO en cuatro pasos:

1. Siel simbolo inicialt de G aparece a la derecha en una producciodse sustitué en
dichas reglas de la siguiente manera:

= Se introduce un nuevo simbolo no—-termiffales deciryy, = Xy U {$'}.
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= Por cada regla de formth — o« cona € Yy.X7 U X1 Se crea una nueva regla

$ — a.
= Cadaregla de form& — $0 (X € Xy, 0 € X7) se sustitue poX — $'o.
= Si§ — ¢ € P, se afade para cada refla— $0 (X € Xy,0 € X7) laregla

X — 0.

Con esas modificaciones obtenemos un nuevo sistema de produdeignesalfabeto de
variables o bieX, = Xy 0 bien¥y, = Xy U {$'}.

2. Se crea un grafo dirigido con las siguientes propiedades:

= El conjunto de nodos €5, U {e}.

= Se aflade una arista entre los nodgsB con atributar, si existe unaregld — oB
enp.

= Se aflade una arista entre los nodege con atributar, si existe una regld — o
enp.

= Se afiade una arista entre los noflgs con atributoe, si existe la regl& — ¢ en
P.

3. Se ‘inverte’ el grafo, mas preciso:

= Se intercambian los nod@sy e.
= Se invierte la direccion de todas las aristas.

4. Se transforma el grafo obtenido en el conjunto de reflas
= Para cada arista entré y B con atributoa se crea una regld — Ba (A €
Yy, BeXyuUletyae XruU{e}).
Ejemplo: Partimos de la gramatica

G =({$,A4},{0,1},{3 — €]14,A — 030}, )

1. el simbolo inicial$ aparece a la derecha entonces:

= Introducimos un nuevo simbolo no—termisal

» Afladimos laregld’ — 1A.

= Sustituimos la reglal — 0% por A — 0%’

= siendo$ — € € P, afiadimos la reglal — 0 (pero que ya esta eR)

Queda el sistema de producciones intermedio como

P={$—¢e14,4A—0%0,$ — 14}
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2. El grafo reflejando dichas reglas es:
graphldli

3. Y el grafo invertido es:

igraphldli

4. con lo cual obtenemos el conjunto de reglas:

P'={$ — €|A0,A — $'1]1,$ — A0}

8.3. Lema de bombeo

Siendoa*b* una expresion regular, podemos construir un autémata finito que acepta el lenguaje
asi definido, también podemos construir para cualquierN fijo un autémata finito adecuado

(a™b™ seria una expresion regular extendida que define el lenguaje correspondiente que contiene
una sola palabra).

Pero no podemos construir un autdmata finito que acepte el lenguaje:
Loy = {a"b" | n € IN} = {¢, ab, aabb, aaabbb, . ..}

donde el pardmetro no es fijo, sino se quiere que haya tantascomob’s.

¢Por qué no podemos construir tal automata?

= asumimos que tengamos un automata finlt@won £ estados que acepia,

= anotamos los estados dé después de haber leido las palabragarai = 0,. ..,k (son
k + 1 palabras)

= pues seran (usando la ampliaciéon de la funédn
5*(6107 6)7 5*((]07 a)a 5*((107 CL(Z), 5*(6107 CLCL(Z), R 5*((]07 ak)

= Entonces, un estado tiene que aparecer por lo menos dos veces (se llama principio de los
cajones pigeonhole principlE si se quiere poner mas calcetines que hay cajones en los
cajones, por lo menos en un cajon acaban por lo menos dos calcetines)

» es decird*(qo, a’) = 6*(qo, @’) para algunos # ;
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s Entonces:

5*(q0,aibj) = 5*(5*(q0,ai),bj)
= 6°(0"(qo,a’), V")
= §(qo,d’V) € F

pues, el autébmata también acepta, i # j que no debe hacer. jUna contradiccion!

= Entonces asumimos mal, es decir, no existe un autdmata que dggpbeen otras pal-
abras,L,, no es regular.

Observamos el comportamiento del siguiente autbmata:

wy = 110 10
w; = 110 010 10
wy = 110 010010 10
ws = 110 010010010 10
wp = y* z

Lema (de bombeo para lenguajes regulares)Seal un lenguaje regular (infinito). Entonces
existe unn € IN de tal manera que cada palalbrac L con|w| > n se puede dividir en tres
partesuw = xyz cumpliéndose las tres propiedades:

1. yF#e
2. |zyl <n

3. paratodoslog > 0:zy*z € L

Comprobacion (ideas principales):

Seal un lenguaje regular (infinito).

Entonces existe un autémata finito determinigtajue aceptd..

Sean el nimero de estados dé (n = |Q)]).

Seaw una palabra copw| > n (tal palabra existe porquk es infinito).

Entonces se visita un estado tlepor lo menos dos veces.
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= Escogemos el estado que se visita la primera vez dos veces, le llampamos
= La parte dav que se lee hasta llegar la primera vezllamamosr (puede ser que = «).

= La parte dav que se lee hasta llegar la segunda vel@amamosy (y # e porque un bucle
en un AFD tiene aristas con simbolos).

= Lalongitud|zy| < n porque hemos recorrido un camino dondo solo un estado aparece dos
veces.

= La parte que sobra para terminar aceptandi@mamos:.
= Entonces dividimos en tres partes, es decir,= xyz.

= M acepta tantaz, comoxyz, como cualquiery”z para todos log > 0 porque podemos
recorrer el bucle dg tantas veces como queremos (esto se debe comprobar formalmente
con induccion).

Entonces, comprobamos de nuevo dygno es regular, ahora usando el lema de bombeo:

= Asumimos que.,, sea regular.

= Ellema de bombeo nos garantiza la existencia de tah que se cumplen las propiedades
para palabras con|w| > n.

= (Pensamos...): Elegimas = a"b". Obviamentev € L., Y |w| = 2n > n.

= El lema de bombeo nos garantiza la existencia de una particiéh zyz cony =# e,
lzy] < n,yVk > 0 : xy*z € Ly. (No conocemos la particién en concreto, pero sus
propiedades.)

= Porquelzy| < n el prefijoxy no contiene ninguna
= Porquey # ¢ la subpalabrg contiene por lo menos una
= Todos lags estan en.

» Tantoxrz = 23’z € Ly, comoxy'z € Ly, peroxz contiene por lo menos uramenos que
xyz (hemos quitadg).

= Eso es una contradiccion porque no debe estar dentr,.

= Entonced.,, no puede ser regular.

Recetapara el uso del lema de bombeo:

= Dado un lenguajé..
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Queremos comprobar gueno es regular.

= Comprobacion con contradiccion.

= Asumimos qué. sea regular.

= Ellema de bombeo garantiza la existencia de:pero no lo conocemos).

= Buscamosv € L (con un poco de sabiduria) que depende dal que|w| > n

= El lema de bombeo garantiza la existencia de la particiém de xyz cumpliendo las 3
propiedades.

= Comprobamos (con un poco de sabiduria) que, independiente de la particiGend=on-
creto (en los limites de las primeras dos propiedades), se produce una contradiccion con la
tercera propiedad.

Podemos describir dicha ‘receta’ también como un juego para dos personas:

Juego para un lenguaje

Jugador 1 selecciona

Jugador 2 selecciona € L con|w| > n.

Jugador 1 selecciona partician= zyz cony # ey |xy| < n.

Jugador 2 selecciona

sizy*z ¢ L ganajugador 2, sino gana jugador 1.

si jugador 2 puede ganar siempre, entonce® es regular.

El lema de bombeo es el jugador 1, ¢ quién es el jugador 27?

Otro Ejemplo:
Lyuaa = {0™ | m es nimero cuadragio
es decir, todas las cadenas de ceros que tienen un niumero cuadrado de simbolos.

= Asumimos quel,,.q Sea regular.

= Ellema de bombeo nos garantiza la existencia de tah que se cumplen las propiedades
para palabras con|w| > n.
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= (Pensamos...): Elegimas= 0. Obviamentes € Lguaq Y |w| = n* > n.

= El lema de bombeo nos garantiza la existencia de una particién zyz cony # e,
lzy| < n,yVk > 0 : 2y*2 € Lyuaa- (NO conocemos la particién en concreto, pero sus

propiedades.)
» Tantoxyz € Lyuea COMOZY?2 € Lyyaq CONY # €.

= Tenemos entonces:

n® = |rvyz| porque esv

lzy*z| porque eg tiene una longitud> 0

A\

|[zyz| + |y|

n? +n porque sizy| < n también|y| < n
n>+2n+1

(n+1)>

A A

= Eso es una contradiccion porgug’ z no puede ser una palabra cuya longitud es un nimero
cuadrado entre dos numeros cuadrados consecutivos.

= Entonces.,,.q N0 puede ser regular.

Dos comentarios mas:

= Este lema de bombeo solo garantiza una propiedad para lenguajes regulares, es decir, todos
los lenguajes regulares (infinitos) la tienen, pero pueden existir mas lenguajes que la ten-
gan, o en otras palabras, pueden existir lenguajgsnde encontramos taly la division
dew enzxyz con todas las propiedades, pdroo es regular.

= Con el lema de bombeo también se puede derivar: si tél L entoncesryz ¢ L (el
argumento es facil: no hace falta que lleguemos a una estado final en la comprobacién, lo
importante eran los caminos recorridos).

Reglas de mano:

= Un lenguaje es regular si independientemente de la longitud de la palabra de entrada, hay
gue memorizar solamente una cantidad constante de informacion (en el cAgod#e
beriamos memorizar el nUumero de que no es constante).

= La comprobacién formal se realiza con el lema de bombeo.

= Ellema de bombeo se usa para comprobar que un lenga&e regular, para comprobar
que es regular, por ejemplo, se construye un automata finito, una expresion regular, o una
gramatica de tipo 3.
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Pero 0jo, existen lenguajes regulares que tienen que ver con nUmeros:

Lies = {w | w es codificacién de un nimero divisible pdr 3

Ejercicio: contruye un autdmata finito que acepte..

Propiedades, algoritmos de decision,
y aplicaciones para lenguajes regulares

La clase de los lenguajes regulares es una clase de alguna manera muy ‘robusta’: hay muchas
posibilidades de describir los lenguajes y exhiben un gran nimero de propiedades de clausura,
como vemos ahora.

9.1. Propiedades de lenguajes regulares

SeanlL; y L, dos lenguajes regulares.

Union: L = L,UL, esregular, porque podemos construir una expresion regulaf pemsiendo
las expresiones regulares pdray Lo, mas preciso: coh; = L(a)y Ly = L(3) tenemos
L= L((a+p))

Concatencion: L = L;.L, es regular, porque podemos construir una expresion regulai para
teniendo las expresiones regulares gar§t Lo, mas preciso: coh; = L(«a)y Ly = L(5)
tenemos. = L(af)

Clausura: L = Lj es regular, porque podemos construir una expresion regulaf.ptaaiendo
la expresion regular pata,, mas preciso: coh; = L(«) tenemos. = L((a)*)

Complemento: L = L, = ¥* — L, es regular, porque podemos construir, dado un AFD com-
pleto M; que aceptd.;, un AFD M que aceptd. simplemente ‘invertiendo’ sus esta-
dos finales, es decir, los estados no finalesieseran los estados finales dé y los
finales se convierten en los no finales, entonced/si= (X, Q,d, g0, F') construimos

M= (E,Q,(S’Q(),Q—F).

Interseccion: L = L, N Ly es regular, porque con las reglas de DeMorgan obtendmes
Ly ULy, = Ly UL,. Complemento y unién producen lenguajes regulares, como visto
antes. Dicha construccion es bastante laborosa, abajo vemos una construccién directa y
simple.
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Diferencia: L = L;— L, esregular, porque se puede expresar la diferencia ¢omd., — L, =
LiN Ly =Ly N (X* — L) y las operaciones usadas mantienen la regularidad.

En vez de usar la l6gica booleana, es decir, aplicando las reglas de DeMorgan, se puede construir
directamente un autbmata que acepta el lenglajel; N L,.

La idea principal es, simular en paralelo en un solo automata (digamos automata de producto)
las transiciones de los dos automatas (por ejemplo finitos deterministas y completds) para
L.

Entonces seat; = (X1, Q1,1,q1, F1) Yy My = (39, Q2,2, g2, F5) los dos AFDs completos
que aceptat., y Lo, es decirL; = L(M;)y Ly = L(My).

Construimos el AFD completd/ que aceptd, = Ly N Ly = L(M) como
M = (27Q757q07F)

donde

= asumimos qué& = X; = X,, es decir, usamos solamente los simbolos comunes. Es facil
eliminar en); y en M, todas las dependencias de simbolos superflues antemano en caso
gue haya.

= () = () X (Y9, es decir, el producto cartesiano de los estadag/dg M.

= § es la funcién de transicién con

6((p: q), ) = (01(p, 0), 02(q, 7))

parap € QQ1,q € Q2 y o € X.

= ¢o = (q1,q2), €s decir, la pareja de los dos estados iniciales

= F'= [ X F,, es decir, todas las parejas donde ambos estados son estados finales de ambos
autdmatas.

Ejemplo:

Obviamente la construccion funciona igual con autématas finitos no—deterministas (AFND).

Homomorfismo: a lo mejor lo incluyo.
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9.2. Algoritmos de decision de lenguages regulares

Pertenencia: ¢w € L? si, se puede contestar la pregunta (es decir, es un problema computable),
porque
= construimos un AFDV/ que aceptd.
= simulamos su comportamiento leyendo la palabra
= si acabamos en un estado finalesta en’., sinow no esta er.
Vaciedad: ¢L = ()? si, se puede contestar la pregunta (es decir, es un problema computable)
porque
= construimos un autOmata que acepte

= analizamos el grafo del autbmata para averiguar si existe un camino desde el estado
incial hacia un estado final (dicho proceso resulta mas facil, si se afiade un estado y
se conecta todos los estados finales a este estado, asi basta buscar un camino entre el
estado inicial y el estado afiadido)

= Si existe tal camino, entoncésno es vacio, sind. es vacialrempty

Cardinalidad: ¢|L| < ~o? si, se puede contestar la pregunta (es decir, es un problema com-
putable) porque

= construimos un autdmata que acepte

= analizamos el grafo del autbmata para averiguar si existe un ciclo en un camino entre
el estado inicial y algun estado final

= Sj existe tal ciclo, entonces es infinito, sinoL es finito

Igualidad: ¢L; = L,? si, se puede contestar la pregunta (es decir, es un problema computable)
porque

= construimos los autdmatas finitos deterministas y minimos que ackpieh,
= comparamos la estructura de los grafos de ambos automatas

= Si son iguales, entonces ambos lenguajes son iguales, sino son diferentes
(Nota: comparar dos grafos generales y decidir si son iguales ,es decir, el problema de
isomorfia de grafos, es un problema que se puede calcular, pero todavia no se conoce
el algoritmo éptimo. Para los AFD minimos se reduce la complejidad porque las
aristas llevan atributos y se conoce ambos estados iniciales que tengan que coincidir.

)



Dr. Arno Formella 63

9.3. Aplicaciones para lenguajes regulares

Andlisis sintactico: El trabajo de un compilador es la traduccién de algan cédigo fuente (escrito
en un lenguaje de programacon, es decir, el cédigo fuente no es nada mas que una palabra
(larga) sobre el alfabeto de los simbolos permitidos) en una serie de instrucciones para un
procesador.

En la primera fase, el compilar analiza lexicograficamente el texto, es decir, transforma con
la ayuda de autématas finitos, el texto continuo en una secuencia de entidades, llamadas
token por ejemplo, palabras claves, valores numéricos, operadores, comentarios, etc.

Existen herramientas para el desarrollador que ayudan en la construccion de dichos aut6-
matas, cuyas entradas suelen ser expresiones regulares y cédigo de accion y cuyas salidas
son programas que realizan la tarea del analisis lexicografico. Un ejemplo gsara un

sistema Unix.

Busqueda de palabras en textoExisten herramientas para el desarrollador que ayudan en la
busqueda de secuencias de texto descritas por expresiones regulares. Un ejgneplo es
para un sistema Unix o0 comandos internos a editores conio elemacs.

Diagramas de estados en UML:EI lenguaje UML (inified modeling languagese usa para la
descripcion durante el proceso de desarrollo de software. El lenguaje grafico usa diferentes
tipos de diagramas para este fin. Uno de ellos son los diagramas de estados que visualizan
el cambio de estados de los objetos debido al paso de mensajes entre ellos.

10. Lenguajes libres de contexto

Lo que ya visto:

Ly = {a™0"|n >0}
Lape = {a™"c" | n >0}

Lyw = {w|we{0,1}" w=v0"}
Loy = {w|we{0,1}",w=nov}
Lyad = {O”2 | n numero cuadrado

Lyim = {0" | nndmero primg

Ly = {w]|we{(,)}",wcorrectg
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Una gramaticdibre de context@s una cuadrupla
G = <2N7ZT7P7$)

donde

Y n €es un alfabeto de simbolos no—terminales (o variables)

Y es un alfabeto de simbolos terminales (o constantes)

P C Xy x (ExyUX7y)TU{$ — €} es un sistema de producciones (o reglas)

$ € Xy es el simbolo inicial

Es decir, la definicion de las gramaticas libres de contexto nos da mucha libertad para el sistema
de producciones.

Por eso (y también para otros objetivos como por ejemplo mostrar que existe un tipo de automata
gue justamente acepta lenguajes libres de contexto como veremos en adelante) se ha desarrollado
formas normales de la representacion de gramaticas libres de contexto, es decir, se transforma el
sistema de producciones de la gramatica de tal manera que no se varia el lenguaje generado pero
las reglas tengan cierta propiedad.

Especialmente la definicion arriba exluye reglas de foAna— ¢ siendoX un simbolo no—
terminal diferente &, sin embargo, si permitesemos tales producciones, es decir, pdrnaitir
Yy X (Xn U Xp)*, obtendriamos los mismos lenguajes, porque, como veremos a continuacion,
dichas producciones se pueden eliminar sin cambiar el lenguaje que genera la gramatica.

10.1. Forma Normal de Chomsky

SeaG = (Xy, X7, P,$) una gramética co® C Xy x (Xy UX7)*y X € Yy un simbolo
no—terminal (o una variable). Podemos clasificar tales simbolen tres clases:

variables acesibles:si existe una derivacién desde el simbolo inicial que contiénes decir,
existe$ —* a X3 dondeq, 3 € X*.

variables generativas: si existe una derivacion desde el la variable que produce una sentencia
w, es decir, exist&{ —* w dondew € X%..

variables utiles: si existe una derivacion desde el simbolo inicial usafdque produce una
sentenciav, es decir, exist8§ —* a X —* w dondea, 5 € ¥* y w € 3.

Unagramatica esta en forma normal de ChomskyFNC)
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= Si G (es decir, sl y) solamente contiene variables Utiles y
= si todas las producciones d&(es decir, en s#) son

e obiendelaformaX — YZconX,Y,Z € Xy
e ObiendelaformaX’ — occonX € Xyyo € Xp

= Si $ (es decir, el simbolo inicial d&) no aparece al lado derecho de ninguna produccion,
también esta permitido quée— ¢ € P.

La tercera condicion es necesaria para poder deriv&iry aparece a la derecha, primero habra
que sustituir las producciones implicadas adecuadamente como lo vimos en la conversion de una
gramatica lineal por la derecha a una gramatica lineal por la izquierda.

Observamos:

= |la primera condicién garantiza que todas las variables son necesarias para derivar por lo
menos una sentencia.

= |a segunda condicion garantiza que un arbol de derivacion es un arbol binario.

Obviamente cualquier gramatica en forma normal de Chomsky es una gramatica libre de contexto
gue se verifica directamente analizando la forma de producciones permitidas.

Pero también es valido la otra direccién: para cualquier lenguaje libre de contexto existe una
gramatica en forma normal de Chomsky, que genera el mismo lenguaje.

La comprobacion de este hecho detallamos con la siguiente construccién donde a partir de una
gramatica libre de contexto dada, elaboramos una nueva gramatica en forma normal de Chomsky.

Seal un lenguaje libre de contextoy = (X, X7, P,$) una graméatica que geneke(es decir
L = L(GQ)).

La construccion sigue 5 pasos (asumimos qgel, eso remediamos al final):

=

eliminamos las variables inutiles

2. modificamos las reglas para que no haya mezcla de variables y constantes en las partes
derechas de las producciones y para que todas las reglas con constantes tengan la forma
X —o0

3. sustituimos las reglas cuya longitud de su parte derechaZes
4. sustituimos las reglas de tipd — ¢

5. sustituimos las reglas de tipo — Y/, las reglas unitarias.
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Las gramaticas después de cada paso llamamesGg, Gy, G, ..., G5 = Gpyc respectiva-
mente.

Usamos la siguiente gramatica inicial
GO = ({$,A,B,C,D,E,F},{a,b,C},P0,$)

dondeF, contenga las siguientes producciones:

$ — bDD|Ca|be
A — B |aCC | baD
B — ¢BD|e| AC
C — bD|aBA

D — CD|a|EF
E — Eb

F — a

como ejemplo para realizar todos los pasos.

1. Sabiendo que una variable es inutil si es no—generativa o inacesible realizamos dos subpa-
Sos:

a) eliminamos primero las variables no—generativagy todas las reglas con ellas)
llamando a la gramatica resultardté,

b) eliminamos después las variables inacesiblgstodas las reglas con ellas).
Para ello recorremos en forma estructurada las variables y reglas:

a) para calculatv empezamos con aquellas variables que producen directamente sen-
tencias (incluyende) y seguimos el uso de reglas con dichas variables para producir
asi sucesivamente sentencias (0 en otras palabras: ‘seguimos las reglas desde el lado
derecho hacia el lado izquierdo para obtener asi la informacion sobre las variables’).

Una forma de realizar dicho recorrido es empezarEos Xy y borrar del conjunto
todas aquellas variables que o bien directamente deriven una sentencia o bien lo hacen
indirectamente.

Se observa que solamentees un simbolo no—generativo, es degir,= {E}, P
entonces es:
— bDD | Ca|be
— B |aCC | baD
— ¢BD|e| AC
bD | aBA
— CD|a

—  Qa

O QT e e
|
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b) para calcular empezamos con el simbolo inicial y veremos a cuales de las variables
se puede llegar directamente y seguimos el uso de reglas con dichas variables para
llegar asi sucesivamente a nuevas variables (o en otras palabras: ‘seguimos las reglas
para obtener asi la informacion sobre las variables acesibles’). Dicho algoritmo es
una exploracion de un grafo de dependencia parecido al algoritmo que vimos para
detectar estados no-acesibles en un autdmata finito.

Se observa que solameritees un simbolo inacesible, es deéis- { F'}, P, entonces
es:
— bDD | Ca|be
— B |aCC | baD
cBD|e| AC
— bD | aBA
— CD|a

O QT » e
|

Entonces; no contiene simbolos indtiles.

2. Afadimos para cada simbolo termimalina reglall/, y sustituimoss en todas las reglas
de P, P, entonces es:
— W,DD | CW, | W,W,
— B |W,CC | W,W,D
— W.BD | e| AC
— W,D | W,BA
— CD | W,
a

— )

§§§UQUUD>%
|

RN C

EntoncesP, solamente contiene reglas con partes derechas siendasimbolo terminal,
0 una palabra de variables.

3. Sustituimos cada regla del tipop — Y1Y; ... Y, conk > 2 por las reglas:
X — X
X1 — X,
P
Xp—z — Y 02X o
Xp2 — YpaYy
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donde lasX; son nuevas variable$; entonces es:

$ — WS | CW, | WW,
DD

A — B|W,A; | WA,
A — CC

Ay, — W,D

B — W.By|e| AC
B, — BD

¢ — W,D|W,C,

¢y, — BA

D — CD|W,
W, — a

Wy, — b

W. — ¢

l

EntoncesP; solamente contiene reglas con partes derechas siendasimbolo terminal,
0 una palabra de una o dos variables.

4. Eliminamos las reglas que producenjojo! tenemos que distinguir entre variables que
solamente producerny aquellas que también producen

Entonces, el paso se realiza en 3 partes:

= Calculamos los conjuntos de variables
E ={V | V —* ¢} (las variables que posiblemente produeen
E.={V |V —* eyno existel' —* w conw # ¢} C F (las variables que solo
producery).
Se calculan los conjuntos aplicando el mismo algoritmo que usamos en el primer
paso para detectar variables no—generativas.

= Afiadimos para cada regla del tipp — Y 7

e X —YSiY¢EYZcE
o X — ZsiYeFEyZ¢E.
= Eliminamos
e todas las reglas de tip§ — e,
e todas las reglas de tipg — Y conY € E.,y
e todas las reglas de tip§ — Y Z conY, Z € E..
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En el ejemplo tenemos? = {4, B, C,}, E. = (), y por esoP; es:

$ — WS | CW, | WW,
DD

A — B|W,A; | WA,
A — CC

Ay, — W,D

B — W.B,|AC|C
B, — BD|D

C — W,D|W,Ci|W,
C, — BA|A|B

D — CD|W,
W, — a

Wy, — b

W. — ¢

l

5. Para eliminar las reglas unitarias, es decir, reglas deXipe— Y procedemos:

= Calculamos el conjunto de las reglas unitafias- {(X,Y) | X —* Y’} (jojo! no
basta con X,Y) € U si X — Y, hay que calcular la clausura transitiva). Dicho
célculo se realiza de forma parecida como lo vimos para el calculo de la clausura
transitiva de las transicione®n los AFND-.

Partimos del conjunto que contiene todas las reglas unitarias del sistema de produc-
ciones, es decir
U, ={(X,Y)|X — Y eP}

Después construimds, insertando para cada par de pargjasY), (Y, 2) € U,
la pareja(X, Z), o en general, construimd$ insertando para cada par de parejas
(X,Y), (Y, Z) e U,, U; la pareja( X, Z).
Seguimos con el procedimiento hasta que encontrédieecia para ciertg, es decir,
no se ha afiadido nada mas. (El indicke U; nos indica con cuantos ‘saltos’ como
mucho podemos llegar.) El algoritmo termina (porque el nimero de producciones es
finito) y finalmente obtenemos

U=Ju

=1

Nota: El calculo de la clausura transitiva en un grafo dirigido es una operacion que
se necesita en muchos ambitos de la informatica (por ejemplo en bases de datos rela-
cionadas). Nosotros ya lo usamos en el contexto de los autdmatas finitos. El algoritmo
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especificado arriba tiene un tiempo de ejecucion cuadratico en el numero de produc-
ciones iniciales. Los mejores algoritmos tienen un comportamientt{de+ n + ¢)

en tiempo de ejecucion (dondees el nimero de nodoseyel nimero de aristas en

el grafo), pero algunos de ellos se comportan en casos practicos linealmente respecto
al tamafio de entrada (nUmero de arista).

= ParacaddX,Y) € Uy para cada regl#f — « que no es regla unitaria, afadimos
unareglaX — a.

= Eliminamos todas las reglas unitarias.

$ — WS | CW, | WWL
DD

A — B|W,A; | WA
A — CC

Ay, — W,D

B — W.B,|AC|C
B, — BD|D

¢ — W,D|W,Cy| W,
C, — BA|A|B

D — CD|W,
W, — a
Wy, — b

W. — ¢

l

En el ejemplo tenemos:

Ul = {(A7B)7(B7C)7<BlaD)>(C7Wa)7(ClvA)v(C17B)7<D7Wa)}
U2 = {(A,C), BaWa)v(BbWa)a(ClvO)}

U3 - {(A7 Wa>7 (017 Wa>}

U4 - (Z)

y por esoP, el sistema de producciones final, queda en:

$ — W8 | CW, | WL

$ — DD

— W.B, | AC | W, A, | WAs | WD | W,C | a
A — CC

Ay — W,D

o
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B — W.B, | AC | W,D | W,Ci |a

By, — BD|CD|a

C — WyD|W,Cila

C1 — BA|W, A, | WAy | W.By | AC | WD | W,C4 | a
D — CD]a

W, — a

Wy, — b

W. — c

Observamos en la construccion:

En ningln paso hemos afiadido variables inutiles.
Si hemos borrado reglas, hemos asegurado que todas las variables siguen siendo Utiles.

Después de cada paso la gramatica resultante genera el mismo lenguaje, és@gci,

Como se observa, la graméati€a es en forma normal de Chomsky.

Si el lenguaje de partida contiene la palabra vacia € L) entonces se detecta en el pasa 4
gue el simbolo inicial pertenecefa (o incluso aFE,), en este caso eliminamos con un nuevo
simbolo, por ejempld’, la aparencia dé en los lados derechos y afiadimos la régla— . Tal
gramatica sigue estando en forma normal de Chomsky y génera

Notas:

El calculo de los conjuntad, I, F, E., y U que se necesitan para sucesivamente modificar
los sistemas de producciones se realiza con un recorrido estructurado sobre las variables y
producciones.

Dado que durante el proceso hemos eliminado producciones, puede ser que también en
el alfabeto de los simbolos terminal€s hay simbolos superfluoses decir, que no se
pueden producir con las producciones restantes. Dichos simbolos se pueden bhograr de
sin que se cambie el lenguaje generado.

Cuando eliminamos las reglas unitarias hemos eliminado implictamente las reglas innece-
sarias de tipoX — X que también se podria borrar ya antemano en un paso previo.

Existen otras fuentes que primero realizan la eliminacion de las reglas nulas y de las reglas
unitarias antes de demezclar y reducir las partes derechas de las reglas. Eso es posible
pero el calculo dé” y E. es mas complejo y las reglas de ampliacion y eliminacion no se
limitan a dos, respectivamente tres, casos simples como descritos arriba en el paso 4.
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10.2. Forma Normal de Greibach
Veremos otra posible normalizacion de gramaticas que nos sirve mas adelante para construir
cierto tipo de autématas.

Unagramatica es en forma normal de Greibach FNG) si

= (7 (es decir, st y) solamente contiene variables Utiles

= todas las producciones d&(es decir, en si’) son de la formaX — ¢ dondeos € X1
y T € %, es decir, todas las reglas tienen como primer simbolo en sus partes derechas un
simbolo terminal que es seguido por una palabra de variables.

= (porque asi no se podria derivassi $ (es decir, el simbolo inicial d&) no aparece al lado
derecho de una produccién, también esta permitiddiquer ¢ € P

Obviamente cualquier gramatica en forma normal de Greibach es una gramatica libre de contexto
gue se verifica directamente analizando la forma de producciones permitidas.

Una interesante propiedad es: para cualquier lenguaje libre de contexto existe una gramatica en
forma normal de Greibach, que genera el lenguaje.

La comprobacion de este hecho detallamos con la siguiente construccion, donde a partir de una
gramatica libre de contexto dada elaboramos una nueva gramatica en forma normal de Greibach.

Seal un lenguaje libre de contextoy = (X, X7, P, $) una graméatica que geneke(es decir
L = L(G)).

La construccion sigue 4 pasos (asumimos qgel, eso remediamos al final):

1. construimos una gramatica equivalente en forma normal de Chomsky
2. sustituimos las reglas recursivas a la izquierda, es decir, reglas d€ tipe XY

3. establecemos un orden en las variables, es degie= { X, X»,..., X, } de tal manera
que todas las reglas seran de tipp— X;Y coni < j,Y € Xy

4. sustituimos las reglas que no tengan un simbolo terminal como primer simbolo en su parte
derecha.
Las gramaticas después de cada paso llamamesGg, G1, G, ..., G4 = Gpyg respectiva-

mente.

Usamos la misma gramatica inicial como en el apartado anterior

Go=({$,A,B,C,D,E,F} {a,b,c}, Py, %)



Dr. Arno Formella 73

dondePF, contenga las siguientes producciones:

$ — bDD|Ca|be
A — B |aCC |baD
B — ¢BD|e| AC
C — bD|aBA

D — CD|a|EF
E — Eb

F — a

como ejemplo para realizar todos los pasos.

1. Latransformacion a FNC hicimos arriba. Entonces ya tenefa@®mo

$ — CW,|Wy$ | W,W,
$ — DD
A — AC | W.By | W A, | WAy | WD | W,C1 | a
A — CC
Ay — W,D
B — AC |W.B, | W,D | W,Ci | a
By, — BD|CD|a
C — WyD|W,Cia
C, — AC | BA| WA, | WAs | W.By | WD | W,C4 | a
D — CD]a
W, — a
Wy, — b

wW. — c

solo reordenado, para que aparezcan las partes derechas con variables al principio al comien-
zo de las listas.

2. Para cada produccion recursiva a la izquierda, es decir, regla d&tipe~ Xa con
X € ¥y Y« € Y serealiza los siguientes 3 pasos:
= se sustitueX — Xa por X — aY siendoY una nueva variable
= se afiade las reglas — oY | a
= para cadareglX — ( se afladeX — (Y si 5 ho comienza coX
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En P, hay una regla recursiva a la izquierdd: — AC'. Entonces, la sustituimos por
A — (C Az, ahadimosd; — C' Az | C'y afladimos las demas reglas palray resulta el

conjuntoP:

$
$

—

s

CW, | Wy$: | WW,,

DD

CA3 | WCBl | WaAl | WbAg | WbD | Waol | a |
WCBlAg ‘ WaAlAg | WbA2A3 | WbDAg | WaclAg | CLA3

cc

WD

CA; | C

AC | W.By | WD | WoCh | a

BD|CD|a

WoD | WaCh | a

AC | BA| WAy | WyAs | WoBy | WD | WGy | a
CD |a

a

b

C

Entonces las reglas el tienen de nuevo diferentes longitudes en sus partes derechas
(incluso puede ser que haya reglas unitarias).

3. (por incluir)

4. (por incluir)

Dado que con una gramatica en forma normal de Greibach se genera con cada produccion exac-
tamente un simbolo terminal, cada palabra derivable con tal gramatica tiene una derivacién igual
a la longitud de la palabra.

Ojo, eso no significa que se puede encontrar una derivacion en tiempo lineal, porque es posible
gue en un momento se puede aplicar mas de una regla.

10.3. Lema de bombeo para lenguajes libres de contexto

Igual como lo hemos visto para lenguajes regulares existe una propiedad que todos los lenguajes
libres de contexto cumplen:
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Lema (de bombeo para lenguajes libres de contextoseal un lenguaje libre de contexto
(infinito). Entonces existe um € IN de tal manera que cada palabra L con|z| > n se puede
dividir en cinco partes; = wvwzxy cumpliéndose las tres propiedades:

1. |vz|>1

2. |owz| <n

3. paratodoslog > 0 : uvfwazky € L

Idea de la comprobacién:

= partimos de la FNC de la gramatica, es decir, las reglas son de las fafmas Y7 o
X —o0

= el &rbol para una palabra (suficientemente larga) sera un arbol binario

= si|z| > 281 entonces el arbol tiene una altura por lo menok-gg, es decir, se encuentran
k + 1 variables en un camino desde la raiz hacia alguna hoja

= entonces, si hay solameritevariables en el alfabetdy, se tiene que repetir una variable,
seaX, en un camino desde la raiz hasta una hoja

= observamos los dos subarboles con dicha varidddele abajo
Iblibre0

= vemos:|vz| > 1 porque se tiene que derivar algo desdelado que tenemos una FNC y
el arbol se bifurca eiX

= vemos:|vwz| < n porque la altura del subarbol hacia el seguAdes como muché

= vemos: para todos lds > 0 : ww*wa*y € L porque podemos eliminary x o sustituir
cuantas veces como queremos el subarbol debajo adecuadamente

El uso del lema de bombeo es parecido a su uso en el caso de los lenguajes regulares, se puede
comprobar que ciertos lenguajes no son libres de contexto.

Ejemplo: Investigamod. ;. = {a™b™c™ | n > 1}.

= Asumimos que. ;. sea libre de contexto.

= Ellema de bombeo nos garantiza la existencia de tah que se cumplen las propiedades
para palabras con|z| > n. (No conocemos en concreto, solo su existencia.)
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(Pensamos...): Elegimas= a"b"c". Obviamente: € Ly, Y |z| = 3n > n.

= Ellema de bombeo nos garantiza la existencia de una particidnvwxy con|vzx| > 1,
lvwz| < n,yVk >0 : uww*wary € Ly,.. (No conocemos la particién en concreto, pero sus
propiedades.)

= (Pensamos...): Porqlewz| < n elvwz no puede conteners, b's, y ¢’s al mismo tiempo.
= Entoncesz tampoco, es decirx contiene como mucho dos simbolos diferentes.

= Porquelvz| > 1 la subpalabraz contiene por lo menos un simbolo.

» uwa’y = uvwy € Ly, pero hemos borrado como mucho dos tipos de simbolos.

= Eso es una contradiccion.

= Entonced.,,. no puede ser libre de contexto.

11. Automatas finitos con pila (AFP)

11.1. Motivacion

Ya sabemoq.,, = {a"b" | n € IN} no es regular (comprobamos con el lema de bombeo o con
el teorema de Myhill-Nerode).

PeroL,, es libre de contexto con la siguiente gramética:

G = (En, 21, P9)
= ({$},{a,b},{$ — a3ble},9)

Otro ejemplo parecido es: expresiones matematicamente correctas de diferentes tipos de parén-
tesis¥r = {[,],(,),(,)}, por ejemplo( (]]))) esincorrectoy([])(())] es correcto.

Ly ={w | w e X}, w es correctd
es libre de contexto, con el sistema de producciones

P={3—383[(3)[[3]](3)]e}
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Ly no es regular, porque y&™ no es regular.
¢Podemos construir un tipo de automata que acepta una palaby& de

Idea: usamos una pila para memorizar lo que se ha leido:

= Las paréntesis que abren ponemos en la pila.

= Sivemos una parentesis que cierre la cima de la pila tiene que ser su homodloga y la quita-
mos de la pila.

= Al final, la pila tiene que estar vacia.
Eso era bastante facil, ampliamos las posibilidades algo mas, permitimos

= que el autbmata pueda tener varios (numero finito) estados (parecido a los AFD, pero
veremos que basta con un estado);

= que el autbmata sea no—determinista (veremos que habra una diferencia entre AFPDs y
AFPNDs);

= (ue exista la posibilidad de transiciones

= (ue acepte con pila vacia o con estados finales (veremos que ambas formas son equiva-
lentes);

= (ue existan mas simbolos para la pila;
= (ue se apile mas de un simbolo a la vez;

= que se disponga de un simbolo inicial en la pila.

11.2. Automatas finitos con pila no—deterministas (AFPND)

Un autémata finito con pila no—determinista (AFPND) es una séptupla
M = (Z>F7 Q76a qo, Co, F)
donde
= Y es un alfabeto de entrada.

= [" es un alfabeto de pild'(= X es posible).

= () es un conjunto de estadgg)| < co.
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qo € @ es el estado inicial.

co € I' es el simbolo inicial de la pila.

F es el conjunto de estados finales (puede ser el conjunto vacia).

¢ es la funcion de transicion

0:Q X (BU{e} xT' — W o(Q x T)
dondelV_., sea el conjunto de subconjuntos finitos.
Es decir, el comportamiento del automata depende en cada transicion

e del estado actual
e posiblemente del siguiente simbolo de la entrada
e del simbolo en la cima de la pila

y se modifica el autébmata en el sentido que

e se cambia (posiblemente) del estado
e se consume (posiblemente) el siguiente simbolo de la entrada
¢ se modifica (posiblemente) el contenido de la cima de la pila.

Para el ejemplo de arriba obtenemos el automata

M() = ({(7 )7 <v >7 [7]}7 {(7 <7 [7 #}7 {QO7QI}75’ qo, #7 Q))

con
6(q0,(,v) = {(q, (v)} Vyerl
6(q,(;v) = {(q,{v)} Vyerl
6(q0,[,7) = {(@,[v)} Vyer
6(q0,), ) = {(q0.€)}
6(q0,7): () = {(q0.€)}
5((]07}7[) = {(QOaE)}
5(QO767#) - {(Q176)}
Observa

= (ue escribimos en las expresiones arriba el contenido de la pila como los arabes: desde la
derecha hacia la izquierda,
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= que el autdmata no esta completo, pero se podria completar afiadiendo transiciones ade-
cuados en un estado “sin salida” que ya no varia la pila.

También podemos dibujar autématas con pila, por ejemplo de la siguiente manera:

Es decir, dibujamos el grafo parecido como lo hemos hecho para los AFNd3-vértices del
grafo representan los estados del autdbmata y las aristas representan las transiciones. Ampliamos
las etiquetas de las aristas con los cambios en la cima de la pila.

Podemos pensar de un automata con pila como un dispositivo que lee desde una cinta con sim-
bolos, realiza cambios de estados internamente, y maneja una pila de la forma descrita:

Otro ejemplo; construimos un AFP para el lenguaje
Lypr = {w | w € {0,1}*,w = vo''}
es decir, los palindromos con longitud par.

Idea:

= Adivinamos (no—determinismo) donde acaba
= Copiamos toda la palabtaa la pila.

= Verificamos el resto de, que debe ser”, con el contenido de la pila, es decir, la pila
debe estar vacia una vez haber leido toda la palabra

Un AFPND sera el siguiente:
UUR = ({0 1} {07 1a#} {QO7q17QQ} 5 qu# ®)

con
6(90,0,7) = {(q,07)} Vyerl
6(q0,1,7) = {(q,17)} Vyerl
(g0, €,7) {(q1,m)} vyerl
0(q1,0,0) = {(q1,€)}
6(q,1,1) = {(q1,0)}
6(qi,6,#) = {(q26)}
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¢, Como comprobamos que es correcto?

Dado que el contenido de la pila influye en el comportamiento del autébmata necesitamos una
notacion para describir los calculos del automata.

La configuracion (o descripcion instantane&) de un AFPM = (X,T,Q, J, qo, co, F') €s la
tripla (¢, u, v) donde

= ¢ € () es el estado actual

= y € X* eslo que queda por leer de la entrada

= v € ['* es el contenido actual de la pila

La configuracion inicial C, entonces e§g, w, ¢y).

Si el autdbmata esta en configuraciéhpodemos definir que es una posible siguiente configu-
racion, es decir, después de haber realizado un paso en el célculo.

C" = (¢,u,zv) esconfiguracion sucesorade C' = (q,ou,~yv) (es decir,c es el siguiente
simbolo de la entrada y la cima de la pila), si¢, z) € d(q,0,7) Y, para las transiciones

C' = (¢, u, zv) esconfiguracion sucesorae C' = (¢, u,yv) (es decir, no se lee un simbolo de
la entrada yy la cima de la pila), si¢’, z) € (g, €, 7).

Observa, si la pila esté vacia, no existe configuracion sucesora ninguna.

EscribimosC' — ("’ si C’ es configuracion sucesora @e Si existe una secuencia de configu-
raciones sucesoras dehastaC’, es decir,

C=Ch—Cir—Cyr—...—C,=C"

llamamos la secuencia walculo del autbmatay abreviamos cod' —* C".

Un AFPND aceptauna palabras de entrada segun modus:

» F' = (), es decir, acepta con pila vacia
M aceptaw <= (qo, w, co) —" (¢, €, €)
para cualquier estadpe )
= F +# (), es decir, acepta en estado final
M aceptaw <> (qo, w, co) —" (f, €,v)

conv el™y feF.
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El lenguaje aceptadgoor un automata AFPND/ es

L(M) = {w | M aceptaw}

En la siguiente seccion comprobamos que ambos métodos de aceptacion son equivalentes para
los AFPND (pero no seréa el caso de Is AFPD, los automatas finitos con pila deterministas, que
veremos mas adelante).

Comprobamos ahora que @, = es correcto, es decir, tenemos que comprobadqié, =) =
Lyyi.

Primero verificamos qué/,,» acepta para cualquier palahra& {0, 1}* la palabrav = vv®:
(QO7 UUR» #) —* (QO7 URa UR#)
- (QIu URJ UR#)
—* (qla €, #)
—  (g2.€6¢)

a2,

es decir, hemos encontrado un célculo y con eso sabemds,gue L(M,,r).
Luego comprobamos qu¥,,,r solamente acepta palabrasienx.

(por incluir)

11.3. Equivalencia entre AFPNDs aceptando con pila vacia y acep-
tando en estado final

Para cada AFPND/ que acepta con pila vacia existe un AFPND que acepta en estado final.

Idea de la comprobacién:

» M’ simulaM
= M’ usa un nuevo simbolg, como simbolo inicial de la pila

= Si después de la simulacion dé¢ dicho ¢ esta en la cima de la pildy/’ sabe quel/
hubiese aceptado, es dedif, acepta también yiendo a un estado final.

Para el ejemplo de antes
Lyyr = {w | w € {0, 1}, w = vof'}

con el siguiente autbmata que acepta con pila vacia
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obtenemos el nuevo autbmata que acepta en estado final

En general:

M = (E,F,Q,Cs, q(bCOv@)
M = (S, TU{d},QuU{dg, [, qb ch, {f})

con

= g, f ¢ Q, es decir, son nuevos estados
» ¢ ¢ I', es decir, es un nuevo simbolo inicial

w 8 (qp, € ¢4) = {(qo, cocy) }, €s decir, la primera transicion apila el antiguo simbolo inicial y
se va al antiguo estado inicial sin leer nada de la entrada

» Vg e Q,0eX,yel:d(q,0,7) =6(q0,7),0(q¢€7) =d(q,¢7), es decir, se simula
M

» Vg€ Q:0(q¢cy) ={(f )}, es decir, sila pila solamente contiene el nuevo simbolo
inicial se va al estado final.

Para cada AFPND/ que acepta en estado final existe un AFPNDque acepta con pila vacia.

Idea de la comprobacion:

= )M’ simulaM
= )M’ vacia desde cualquier estado finaldesu pila

= tenemos que tener cuidado/di no termina en estado final, pero su pila esta vacia: colo-
camos antes de la simulacion un nuevo simlflcomo simbolo inicial en la pila que no
‘se toca’ durante la simulacion de.

Para el ejemplo o
L=A{aV|j<i}

con el siguiente autOmata que acepta en estado final

(Primero observamos la consecuencia de la definicion de un célculo:

M acept&w — (Qwach) — (f’ €7U)
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entonces, si sobrdrs la pila estara vacia y no habra transicion ninguna, y por eso no llegamos a
e con la entrada.)

Siguiendo la idea, obtenemos el nuevo autémata que acepta con pila vacia

En general:
M = (27F7Q757QO7607®)
M = (5,TU{¢},QU{qq}, 0" gy 5, 0)

con

= ¢, q ¢ @, es decir, son nuevos estados
= ¢ ¢ I', es decir, es un nuevo simbolo inicial

w (g0, €, ¢h) = {(qo, cocy) }, €s decir, la primera transicion apila el antiguo simbolo inicial y
se va al antiguo estado inicial sin leer nada de la entrada

n Vy e TU{c¢} : 8(d,¢6,v) = {(¢,€)}, es decir, una vez en estaglose vacia la pila sin
modificar la entrada

s VgeQ,0eX,yel:0(q,0,7v) =0d(q,0,7), €s decir, pasos normales de la simulacion

nVge @ —F,yel:d(qev) =0d(qgr¢ ), es decir, se simula también las transiciones
mientrasM no esté en estado final

n Vge Fiyel :(q,6,v) =9d(q,¢,7) U{(¢,7)}, es decir, saltamos al estado que vacia la
pila si ya estamos en estado final

11.4. Equivalencia entre AFPNDs y gramaticas libres de contexto

Para cada gramatica libre de conte&texiste un autdmata finito con pila no—determinidfa
que acepta el mismo lenguaje, es deki)/) = L(G).

La comprobacién es constructiva.

SeaGG = (X, Xy, P, $) una gramética libre de contexto.

Podemos convertir la gramatica en su forma normal de Greibach (FNG), es decir todas las pro-
ducciones son del tipad — oY cono € Yy T € X5 o la produccion e§ — e si
e € L(G).

Construimos un AFPNDV = (X1, X, {¢}, 9, ¢, $,0), (es decir, con un sélo estado) que acepta
con pila vacia, donde
(¢, T) € 6(q,0,A)
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siempre quel — oY sea una produccion eny

(¢,%) € 6(q. € ¢)
siempre qué — ¢ sea una produccion €.

Entonces, el autbmatamula en un calculo la aplicacion de las reglas de la graméatica siempre
siguiendo la derivacion mas a la izquierda para la palabra en cuestion.

Ejemplo:

G = ({a,0},{3,A,B,C}, P,9)

con
P={$ — aBBC,A — aAA|b, B— bBAC|b,C — b}

gue ya esta en forma formal de Greibach, entonces el AFPND es:

M= ({a, b}? {$7A7 BvC}v {Q}757Q7 $7 (Z))

con
6(¢,a,%) = {(q,BBC)}
0(ga, A) = {(q,AA)}
6(g;0,A) = {(g,6)}
6(¢;b,B) = {(q, BAC),(q,¢€)}
0(¢:0,C) = {(g,6)}

Para cada autdmata finito con pila no—determinigtaxiste una gramatica libre de contexio
que genera el mismo lenguaje, es deki;) = L(M).

La comprobacion es constructiva.
SeaM = (X,T',Q, 0, qo, co, F') un AFPND.
Si F' # () podemos convertir el autbmata en un AFPND que acepte con pila vacia.

Luego podemos asumir que todas las transiciones del autbmata como mucho apilan dos simbo-
los a la pila, porque podemos introducir estados intermedios que apilan poco a poco todos los
simbolos necesarios sin leer més de la entrada, en concreto,

= sea(q,v) € §(p,o,7) CONV = Y172 ...V, 0 € 3, ¥ k > 2 unatransicion de tal tipo



Dr. Arno Formella 85

= afiadimos los nuevos estadgsy., . . ., ¢x_2 @@ y sustituimos la transicion por

(g1, 1) € 0(p,0,7)
(@&:%—2%—1) € 5(Q1,€,7k—1)

(Q? 7172) € 5(qk*27 €, 72)

= Observa que podemos realizar tal sustitucion igual en caso que el autbmata ejecute una
transicion- (es decir, arriba no se leede la entrada sine); entonces, para simplificar
escribimosy’ si leemos o bien un simbolo < ¥ o biene.

Entonces, asumimos que tengamos un AFPND que acepta con pila vacia y que apile en una
transicion como mucho dos simbolos a la vez.

Construimos una gramética libre de conte&te= (2, Xy, P, $), es decir, con los mismos sim-
bolos de entrada, y donde

= Yy esta formado por las triplds, A, ¢] siendop,q € Qy A € T, y el simbolos.
= P es el conjunto de producciones donde afladimos

e para cada estadpe (@ las reglass — [qo, co, ¢
e para cada transiciofy, ¢) € o(p,o’,~) lareglalp, v, ¢ — o’

e para cada transiciofy, v;) € o(p,o’,y) y cada estado € @ las regladp, v, r| —
o'lg,m1,7]

e para cada transiciofy, v1v2) € d(p,0’,) y cada par de estadess € @ las reglas
[p. v, 7] — o'la, 1. sl[s, 72, 7]

= observa que pueden existir reglas nulas en casegae
Entonces, la gramaticsimula un célculo del autdbmata con una derivacion mas a la izquierda
para la palabra en cuestion.

Formalmente hay que comprobar la equivalencia
$ —* w <= (qo,w,c0) —" (q,¢€¢€)
es decir, si existe una derivacion también existe un calculo y al reveés.

La comprobacion del lado izquierdo al lado derecho se realice mediante una induccién sobre la
longitud de una derivacion mas a la izquierda y la otra direccidbn mediante una induccién sobre la
longitud del calculo. El caso inicial, es decir, se aplica solamente una regla o se calcula solamente
una configuracion siguiente, se verifica directamente a partir de la construccion.
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= Juntas ambas direcciones nos proporcionen la equivalencia entre las gramaticas libres de
contexto y los autdbmatas finitos con pila no—deterministas.

= Enlaprimera parte de la comprobacion observamos que basta un solo estado en un AFPND
(si un AFPND tiene mas estados, podemos construir una gramatica equivalente, y después
un AFPND con un solo estado).

= Enla segunda parte de la comprobacion observamos que basta con una gramatica en forma
normal de Greibach donde las producciones tengan como mucho 2 simbolos no—terminales
en sus partes derechas (es decir, también en la FNG los arboles de derivacion pueden ser
arboles binarios como en la FNC).

11.5. Automatas finitos con pila deterministas (AFPD)

Los AFPND, como el propio nhombre ya dice, no son deterministas, es decir, pueden existir
varias posibles configuraciones siguientes, o en otras palalbyas,~y) 0 §(q, €,y) son conjun-
tos con—posiblemente—mas de un elemento.

Para que un AFPND acepte una palabra de entresiaha exigido solamente la existencia de un
calculo que lee toda la palab#iay termina con pila vacia o en un estado final.

Este hecho no es adecuado en la practica, porque de alguna manera hay que comprobar todos
los posibles calculos para ver si existe uno que acepta. Por eso limitamos los autdbmatas para que
sean deterministas.

Podemos definir uautomata finito con pila determinista AFPD
M = (E7F7 Q?éa 4o, Co, F)
igual que un AFPND introduciendo las siguientes restricciones

1. paracadag € Q,0 € X,y € I' permitimos como mucho una transicion, es decir:

0(g, 0, 7)| +16(q,6,7)[ < 1
Entonces, permitimos transicionesgue son deterministas si consideramos la pila.
2. F #1(), es decir, el AFND acepta con estado final.
Dado que para un AFPD existe como mucho una configuracion siguiente, es-dees una

funciodn, los célculos se convierten en cadenas deterministas, y decimos, que el AFPD acepta una
palabraw si existe el célculdqy, w, co) — (f,e,v) conf € F.
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Para AFPDs los dos criterios de parada no son equivalentes que se entiende analizando las com-
probaciones donde era escencial disponer de transiciones no—deterministas para ‘saltar’ a un
estado adicional con el fin de vaciar la pila.

Llamamos un lenguajé libre de contexto deterministasi L es aceptado por un automata finito
con pila determinista.

Los lenguajes libres de contexto deterministas son un verdadero subconjunto de los lenguajes
libres de contexto, es decir, existen lenguajes que son libres de contexto pero no libres de contexto
determinista.

Ejemplo:

El lenguajel = {w | w € {0,1,#},w = v#vfy v no contiene# es libre de contexto de-
terminista, porque se apila hasta encontrar el centro (que hemos marcagd galespués se
verifica el resto dev con el contenido de la pila.

Ellenguajel. = {w | w € {0, 1}, w = vv’} es libre de contexto, como ya vimos, pero no es libre

de contexto determinista, porque, para decirlo de alguna manera, se necesita el no—determinismo
para encontrar el centro, o en otras palabras, hay que comprobar todos los posibles céalculos
verificando si uno de ellos llega a una aceptacion.

Obviamente los lenguajes regulares también son libres de contexto deterministas, porque si “no
usamos la pila” justamente un AFP es un AFD.

12. Propiedades, algoritmos de decision,
y aplicaciones para lenguajes libres de con-
texto

12.1. Propiedades de lenguajes libre de contexto
SeanlL; y L, dos lenguajes libres de contexto.

Union: L = L; U L, es libre de contexto, porque podemos construir a partir de las gramaticas
Gy = (L, 2L, PLSY) y Gy = (32,3%,P%,%$%) conL; = L(Gy)y Ly = L(Gy) la
gramaticaG = (XL u Xz XL uXi, PruP?U{$ — $.$ — $2},9$) que es una
gramatica libre de contexto y obviamente genera todas las palabras tabitaemo en
L.

Eso no es el caso si nos limitamos a los lenguajes libres de contexto deterministas.
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Concatencion: L. = L;.L, es libre de contexto, porque podemos construir a partir de las
gramaticas?; = (XL, 34, PL$Y y Gy = (32,3%, P31 $%) conLy = L(Gy) Yy Ly =
L(Gy) la gramaticaG = (3% U X2 2L u X3, PLu P2U{$ — $'$2},%) que es una
gramatica libre de contexto y obviamente genera todas las palabfas en

Eso no es el caso si nos limitamos a los lenguajes libres de contexto deterministas.
Clausura: L = Lj es libre de contexto, porque podemos construir una gramatica libre de con-

texto a partir de la gramética pafa, simplemente afiadimos las producciofgés —
$'$’.$ — $} siendo$ el nuevo simbolo inicial.

Interseccion: L = L, N L, no es libre de contexto (en general), como demuestra el ejemplo:

Ly ={a'b'd |i,7 >0}y Ly = {a'V/ | i,j >0} nosllevaal = LyN Ly, = {a'bic" | i >
0} que no es libre de contexto como ya vimos.

Si confinamod., a lenguajes regulares, entonces la interseccion produce lenguajes libres
de contexto. El argumento es igual de constructivo como en el caso de dos lenguajes regu-
lares.

Complemento: L = L, = ¥* — L, no es libre de contexto (en general), porque si asumimos

que lo fuera y sabiendo que la union lo es podriamos defivar L, = L; N L, como
libre de contexto, pero ya sabemos que la interseccion no genera siempre tal lenguajes.

Para los lenguajes libres de contexto determinista, el complemento genera un lenguaje libre
de contexto determinista, porque es faoiertir un autdmata determinista.

Diferencia: L = L, — L, no es libre de contexto (en general), pordue ¥* — L, = L, nO €S
libre de contexto.

12.2. Algoritmos de decision de lenguages libres de contexto
Pertenencia: ¢w € L? si, se puede contestar la pregunta (es decir, es un problema computable)

porque

= construimos un autOmata que acept@or ejemplo en estado final)
= simulamos su comportamiento leyendo la palabra
= Si acabamos en un estado finalesta ernl., sinow no esta ern.

dicha simulacion puede tener tiempo de calculo exponential, otra posibilidad es

= construimos una gramatica en forma normal de Chomsky
= aplicamos el algoritmo de Cocke-Younger-Kasami que resuelve el problema en tiem-
po de orderO(n?).

Vaciedad: ¢L = ()? si, se puede contestar la pregunta (es decir, es un problema computable)
porque
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= construimos una gramatica que genére
= analizamos si el simbolo inicial es util, si es util, entontaso es vacio, sind. es
vacio

Cardinalidad: ¢|L| < co? si, se puede contestar la pregunta (es decir, es un problema com-
putable) porque
= construimos una gramatica que genéren su forma normal de Chomsky

= analizamos el grafo de posisibles sustituciones de simbolos para averiguar si existe
un ciclo

= Sj existe tal ciclo, entonces es infinito, sinol es finito

Igualidad: ¢L; = L»? no, no se puede contestar la pregunta (es decir, es un problema no com-
putable).

= antes de entender dicha respuesta negativa, hay que estudiar mas a fondo la teoria de
las Maquinas de Turing.

12.3. Aplicaciones para lenguajes libres de contexto

Andlisis semantico (basado en bloques estructurados):a aplicacibn mas importante de los
lenguajes libres de contexto es claramente la definicion y el analisis de “informacion es-
tructurado en blogues anidados” como suele ocurrir en los lenguajes de programacion (re-
cuerda los bloquelsegin —end en RASCAL) o las marcas en un fichero XMlextended
markup language

13. Maquinas de Turing (MT)

(por incluir)

14. Resumen

(por incluir)
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