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Curso

La pagina incial del curso es:
http://ww. ei.uvigo.es/~fornell a/doc/tc03

Estos apuntes se acompafia con ilustraciones en pizarra dénde se explica las notaciones y algunos de
los conceptos.

El texto es meramente una brevisima introduccion (5 horas) a la teoria de la informacion.
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= David J.C. MacKay. Information Theory, Inference, and Learning Algorithms. Cambridge
University Press, (previsto para 2004), existe version electronica:
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digital fountain codes:
cuckoo hashing:

advanced information visualization:



4. Motivacion

¢Qué es informacion?
una opinién;
= dado dos entidades: fuente y destino

= informacion es una

e secuencia de simbolos
e (ue se puede transmitir de la fuente al destino y
e (ue permite a ambas partes reproducir una misma secuencia.

es decir, la informacién depende del estado de ambas partes.

intercambio de informacién con mutuo acuerdo, es decir, fuente y destino han acordado un protocolo
para interpretar los simbolos intercambiados entre ellos

el canal de comunicacion puede ser no—perfecto (p.ej., modem—Iinea telefénica—modem, satélite—
propagacion—tierra, memoria—disco—memoria)

la transmision no se puede ver solamente en el sentido de espacio, sino también en el tiempo

si no hay protocolo establecido entre fuente y destino, el destino puede intentar averiguar el proceso
de la fuente como manda la informacion

la teoria de informacion se dedica a los problemas de:

= |a transmision de simbolos sobre un canal no perfecto
= |a compresidn de una secuencia de simbolos sin pérdida de informacén (o sin pérdida relevante)

= la inferencia de la informacién emitida por una fuente desconocida

canal binario simétrico:
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V A

codificador decodificador

canal
(ruido,limitado)

Ejemplo: disco duro

asumimos canal binario simétrico para leer y escribir los bits al disco con una probabilidad de fallo de
0.1%

para que el disco sea (til, necesitamos una probabilidad de 10~ intercambiando 1 GByte cada dia
durante 10 afios.

cddigos de repeticion

usamos para cada bit tres bits y decidimos por voto mayoritario

S 0 0 1 0 1 1 0
AN AN AN AN AN AN A

t 000 000 111 000 111 111 O0O0O

n 000 001 000 00O 101 00O O0O0O

r 000 O 111 000 O 111 000
M T T M

S 0 0 1 0 0 1 0

fallos corregidos *
fallos no corregidos *

= la probabilidad de fallo se ha reducido de 0.1 a aprox. 0.03 (~ v/f)
= se ha aumentado el nimero de discos (o el espacio usado) por 3

» para llegar a 10~ se necesitaria alrededor de 60 discos
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(7,4)-Hamming cédigos
se manda en vez de 4 bits 7 bits

codificacion:

S t S t S t S t

0000 0000000 0100 0100110 1000 1000101 1100 1100011
0001 0001011 0101 O101101 1001 1001110 1101 1101000
0010 0010111 0110 0110001 1010 1010010 1110 1110100
0011 0011100 0111 oO111010 1011 1011001 1111 1111111

se observa: cada pareja se distingue por lo menos en 3 bits
¢ Como se ha construido la table?

se puede describir la construccion del codigo también con una multiplicacién con una matriz:

1 0 0 O

01 0O

0 01O
t=|0 0 0 1 S

1110

01 11

1 01 1

descodificacion:



se podria buscar la palabra que menos se destingue de la palabra transmitida (segin su distancia
Hamming)

0 mejor
se calcula el sindrome que es el vector de bits que indica donde se ha violado la paridad

sindromez 000 001 010 011 100 101 110 111

cambia nada 77 T6 T4 5 T1 ) T3

el proceso de codificacion solamente funciona adecuadamente si se asume que se ha cambiado un
solo bit durante la transmision

también se puede expresar el calculo del sindrome con una multiplicacién con una matriz:

O = =
e
=~ = O
S O =
oSO = O

la probabilidad de fallo se ha reducido de 0.1 a aprox. 0.07

una generalizacion de Hamming cddigos se llama BCH-cédigos

se ha aumentado el nimero de discos (o el espacio usado) por 7/4=1.75

la relacién bits—de—datos/bits—transmitidos se llama tasa del cddigo

diagrama que relaciona tasa de transmision con probabilidad de fallo
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Teorema (Shannon):

La tasa maxima (=capacidad) de un canal binario simétrico que permite la transmisién con error
arbitrariamente pequefio se calcula como

C(H) =1~ Half) = 1= | Flogs 7 + (1= f)log =

" 1-(x*log(1/x) /log(2)+(1-x)*log(1/(1-x)) /log(2)) ——

0 | | | |

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

entonces, con el cédigo apropriado basta con 2 discos duros (que sean lo suficientemente grande para
almacenar un bloque) para garantizar una probabilidad de error tan pequefia como se desea, si la
probabilidad de fallo en un bit es 0.1

Nociones basicas

Notaciones:



A ={ag,a1,...,ar—1} alfabeto con I simbolos
P ={po,p1,-.-,pr—1} distribucion de probabilidades discretas

cond pi=1yp; >0

i
x salida (o valor) de una variable aleatoria
X = (z,Ax,Px) ensemble, siz € Ax, P(x = a;) = p;

entonces:
Z Plx=a;)=1
aiE.AX

abbreviacion: P(x = a;) = P(xz) = P(a;) dependiendo del contexto

Ejemplo:

1 Qj Pi

1 a 0.0575 a
2 b 00128
3 ¢ 00263 ¢
4 d 00285 d
5 e 00913 e
6 f 0.0173 f
7 g 00133 g
8 h 00313
9 i 0059
10 j 0.0006 j
11 k 0.0084 Kk
12 | 0.0335 |
13 m 0.0235 m
14 n 0.0596 n
15 o 0.0689 o]
16 p 0.0192 p
17 q 0.0008 q
18 r  0.0508 r
19 s 0.0567 S
20 t 0.0706 t
21 u 0.0334 u
22 v 0.0069 v
23 w 0.0119 w
24  x 0.0073 X
25 y 00164 Yy
26 z 0.0007 z
27 - 01928 -

Notaciones:

P(T)  probabilidad de un subconjunto 7" C Ax
P(T)=P@xeT)= Y Plx=a)
a; €T
XY  ensemble unido



(z,y) salida (o valor) de una variable aleatoria de un ensemble unido
xE,AnyEEAy
las dos variables no son necesariamente independiente
P(z,y) probabilidad unida
P(z,y) = P(x = a;,y = b;)

dado un ensemble unido:

Vocabulario:
probabilidad marginal Px=a;)= Y Pl=a;,y)
yEAY ( )
. . . o . ‘_Px:ai,y:bi
probabilidad condicional ]?(x =a;|y="0;) = Ply = b))
si P(ly="5;) #0
probabilidad que x sea a; dado que y €s b;
Ejemplo:
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abcdefghi jklmnopqrstuvwiyz— y

(a) P(y|z) (b) P(z|v)

6. Reglas de calculo

"H denota bajo que condicion se asume las probabilidades

Regla de producto (o regla de cadena):
P(z,y | H) =Pz |y, H)P(y | H) = P(y | #, H)P(z | H)
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Regla de suma:

P(x|H) = Y Plz,y|H)
Y

= > P(z|y,H)P(y|H)

Y

Regla de BAYES:

Px |y, H)P(y | H)
P(x | 'H)
Pz |y, H)P(y | H)
> Pl |y, H)PWY | H)

PlylzH) =

Vocabulario:

independencia dos variables aleatorias x e y son independientes si:
P(z,y) = P(x)P(y)

Ejemplo:

= Fulanito se hace la prueba de una enfermedad.

= La prueba es 95 % fiable, es decir, en 95 % de los casos que alguien tenga la enfermedad, dice
si, y en 95 % de los casos que alguien no tenga la enfermedad, dice no.

= Se sabe que 1% de la poplacién estd enferma.

= ;Cual es la probabilidad que Fulanito esté enfermo?
Solucion:

a=1 Fulanito esta enfermo
a=0 Fulanito no esta enfermo

b=1 La prueba es positiva
b=0 La prueba es negativa

probabilidades condicionales:



Pb=1la=1)=09 P(
Pb=0]|a=1)=005 POb=0|a=0)=095

probabilidades marginales (de a):
P(a=1)=0,01 P(a=0)=099

probabilidad marginal (de b = 1);

probabilidad que Fulanito esté enfermo:

Pb=1|a=1)P(a=1)

Pla=1]b=1) =

(a=1]b=1) Pb=1|a=1)Pla=1)+Pb=1|a=0)P(a=0)
B 0,95 x 0,01
0,95 % 0,01+ 0,05 x 0,99

= 0,16

es decir: solamente un 16 %

si P(a = 1) = 0,001 la probabilidad baja a un 1.87 %
Recomiendo leer la seccion 2.3 del libro.

Notaciones:

h(z)  contenido de informacion de una salida = (dado un ensemble)
_ 1
h(z) = log, P(z)
H(X) entropia de un ensemble

es el contenido de informacién medio de una salida de un ensemble
1
H(X) = P(x)log ——
(X)= 3 P@)los 5
J:E.AX
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i oa;  pi h(pi)
1 a 0575 41
2 b 0128 63
3 ¢ .0263 52
4 d 0285 51
5 e .0013 35
6 f 0173 59
7 g .0133 62
8 h .0313 5.0
9 | 0599 41
10 | .0006 107
11 k .0084 69
12 | 0335 49
13 m .0235 54
14 n 0596 41
15 o .0689 3.9
16 p .0192 57
17 g .0008 103
18 r .0508 43
19 s .0567 4.1
20 t .0706 3.8
21 u 033 49
22 v 0069 72
23 w 0119 64
24 x .0073 71
25 y 0164 59
26 z .0007 104
27 - 1928 24

1
Z pilog, — 4.1
3 Di

Reglas para la entropia:

positivo:

H(X) >0

H(X)=0 = pi=1 parauni
confinado:

H(X) < log(|Ax|)

H(X) =log(|Ax]) =  Viip;=1/|X]
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ensembles unidos X e Y:

HX,Y)= Y  P(z,y)log
e Ay P(z,y)

P(z,y) = P(x)P(y) = H(X,)Y)=H(X)+ H(Y)

recursividad simple:

H(p):H(pl,l—pl)Jr(l—Pl)H( P2 B - )

l—p1’1=p1" " 1-p

recursividad general:

Hp) = Hlpi+p2+-+p2m), Pm+1 + Dms2 + - + 1)
b1 Pm
+(p1 4+ H< N )
(P Pm) (p1+ -+ pm) (pr+ -+ DPm)
DPm+1 DI )
(Pt + - +p) (Pt + -+ p1)

+(Pmg1 + - - +p1)H(

entropia relativa (0 KULLBACK-LEIBLER divergencia)

P(x)
Q(x)

Dxr(PlIQ) =) P(x)log (=0)

siendo P(z) y Q(z) dos distribuciones de probabilidades sobre el mismo alfabeto

Compresion

compresion de datos, modelado de datos, y eliminacion de ruido tienen mucho en comin
¢Cémo se puede medir informacion?
Ejemplo con las 12 bolas...

segin SHANNON medimos el contenido de informacion de un simbolo emitido por una fuente, con el
logaritmo de base 2 de su probabilidad de aparencia.

¢Porqué el logaritmo?

porque para variables aleatorias independientes, es decir, con P(x,y) = P(z)P(y) tenemos:
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h(z,y) = log

es decir, justamente sumamos sus contenidos de informacion individuales para obtener la informacion
si ambos eventos ocurren a la vez.

el valor obtenido se puede interpretar como el nimero de bits necesarios para codificar la informacion.
¢ Cuéntos bits de informacién estan escondidos en el ejemplo con las bolas?

¢ Cuéntos bits de informacién se gana con un uso de la bascula?

¢Que propriedad tiene una solucion optima?

en cada uso de la bascula hay que intentar equilibrar las probabilidades de todos los posibles salidas
del experimento.

por ejemplo, 6 contra 6 bolas ninca puede dar el caso de equilibrio.
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¢Hay otra estrategia?

la comprobacion del teorema de SHANNON trata también del caso que las probabilidades no son
uniformes.

siguimos directamente con el libro ...
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