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Rekursives Schaltungsdesign
Motivation: aus einfachen Dingen, komplizierte herstellen.

Digitale Zustande: es gibt nur Null und Eins undZag. Null

und Eins muss interpretiert und realisiert werden. Entweder
high oderlow wird als logische Null oder Eins interpretiert
(high=1: positive Logik, ‘active high logic)high=0: negative
Logik, ‘active low logic’).

Schaltfunktionen
Frischen wir erst Altbekanntes auf.

Wir interessieren uns flr Schaltnetze mit nur einem Ausgang
und n Eingangen, die wir mit Indizes durchnummerieren.
Jeder Eingang und auch der Ausgang soll nur einen der beiden
Zustdnde annehmen kdnnen. Der Ausgang abdn durch

die Eingangsbelegung festgelegt sein.

Xo X1 Xn-1

f

f(x0X 3+ %n-1)
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Einfache Schaltfunktionen mit zwei Eingdngen sind die
UND-, die ODER- und die NICHT-Funktion:

Kongunktion | UND-Funktion |- : {0,1}* — {0,1}
Disjunktion | ODER-Funktion |+ : {0,1}* — {0,1}
Negation NICHT-Funktion | —: {0,1} — {0,1}

Wertetabellen der Funktionen:

Tog X1 |To-T1|Top+ 1| Ty
0 O 0 0 1
0 1 0 1
1 0 0 1 0
1 1 1 1

Man realisiert diese Schaltfunktionen durch sogenannte
logische Gatter oder gates mit den folgenden Schaltsymbolen:

NOT AND OR
NOT AND OR
— 1  J&— =1
NAND NOR EXOR
| & P |1 =1
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Alle Schaltfunktionen, die mit zwei Eingangen zu realisieren
sind zeigt folgende Tabelle (einige sind auch als Symbole
oben dargestellt, hier erscheinen die englischen Namen):

Xo X7|ZERO AND Xo X; XOR OR
0 O 0 0 0 0

O O O O
o = O O
—_ = O O
o O = O

0 1 0 1 1 1
I 0 0 0 1 1
I 1 1 1 0 1

X, X;|NOR EQUI X; X, NAND ONE
0 0] 1 11 1

—_

—_ = O

O O V= =

_ O = =
[S—

0 1 0 0 0 1
I 0 0 0 1 1
I 1 0 1 0 1

(-}
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Betrachten wir zur Auffrischung der Kenntnisse die
Konstruktion einer einfachen Schaltung. Wir wollen mithilfe
der agyptischen Zahlendarstellung (hier einer geordneten
Unar-Darstellung) eine moderne Siebensegmentanzeige
ansteuern (dabei verzichten wir auf die Null).

Xo

unar
kodierte
agyptische
Ziffer

agyptisch
zZu
arabisch

N
N

Xg

Man erhalt mit den Vereinbarungen aus der Abbildung
folgende Wertetabelle:

Xo X1 Xo X3 Xy X5 Xo¢ Xg Xg|fo fi fo J3 Ja fs o
1 0 o0 o0 o o o o0 0j0 1 1 0 0 0 O
11 o0 O O O o o0 o0}j1 1 0 1 1 0 1
11 1 O O O o O oO0oj]1 1 1 1 0 0 1
i1 1 1 O O O O O0j]0 1 1 0 0 1 1
1 1 1 1 1 0 0 O o0}1 O 1 1 0 1 1
11 1 1 1 1 O O O0O|1 O 1 1 1 1 1
i1 1 1 1 1 1 O O}1 1 1 O O O O
1 1 1 1 11 1 1 o0}1 1 1 1 1 1 1
i1 1 1 1 1 1 1 1|1 1 1 1 O 1 1
alle anderen 503 Mogl. alles 0
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Damit ergibt sich z.B. die VDNF (vollstandige disjunktive
Normalform) fur die Funktion zur Ansteuerung des oberen
Segmentelements zu:

Xo X1 Xo X3 X4 X5 Xo X7 Xg+ Xo X1 X0 X3 X4 X5X6 X7 Xs +
XoX1Xo X5 X4 X5 X6 X7 Xs + XoX1 Xo X3 X4 X5 X6 X7 X5 +
X XX X3 X1 X5 X6 X7 X

Die weiteren Funktionen erhalt man auf analoge Art und
Weise. Eine VKNF (vollstandige konjunktive Normalform)
ware an dieser Stelle wegen der vielen Nullen sehr teuer. Die
heute gebrauchlichere Umsetzung geht von einer
Binar-Darstellung (sogenannter binar kodierter Dezimalzahlen
oder einfach BCD-Zahlen) aus. Man bendtigt 4 Bit, kann
damit aber sogar 16 Ziffern kodieren. Wir nehmen an, dass
nur 10 Ziffern umgesetzt werden (eine Erweiterung auf die
Hexadezimalzahlen ist einfach), die nicht erlaubten Ziffern
diurfen eine beliebige Anzeige erzeugen.

L - f 0
binar X 9" Ansteuerung —
kodierte — 4 22— der 5 I 1
Dezimal- — 2_ Siebensegment- 4 ® 2
zahl 3 5 Anzeige

6 f6 3
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Die Wertetabelle (nun einschliel3lich einer Null!) sieht wie
folgt aus:

Xo X1 Xo X3\ fo 1 o fs Ja f5 Jo
o 0 o o1 1 1 1 1 1 0
o 0 O 170 1 1 0 0 0 O
o o0 1 o011 1 0 1 1 0 1
o o0 1 1]1 1 1 1 0 0 1
o 1 0 0j0 1 1 0 0 1 1
o 1 o0 171 0 1 1 0 1 1
o 1 1 01 0 1 1 1 1 1
o 1 1 171 1 1 0 0 0 O
1 0 0 O0j1 1 1 1 1 1 1
1 0 0o 1]1 1 1 1 0 1 1
1 0 1 0

1 0 1 1

1 1 0 O hier kann man

1 1 0 1 frei wahlen

1 1 1 0

1 1 1 1

Da oft weniger Oen als 1en vorkommen, empfehlen sich flr
viele der Funktionen die VKNFs, z.B. (man wahlt die freien
Eintrdge entsprechend als len):

fQ(X) = X0—|—X1 —|—72—|—X3
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Rekursives Schaltungsdesign

Wir gehen im Folgenden nicht auf Minimierungsverfahren zur
Reduktion der Kosten eines Schaltkreises ein. Zu den
bekannten Verfahren gehoren die Methoden von
Quine-McClusky oder die Veitch- bzw.

Karnaugh-Diagramme. Vielmehr konzentrieren wir uns auf
die rekursive Konstruktion regelmaf3iger Funktionseinheiten.

Wiederholen wir aber zuerst, was unter Kosten und Tiefe der
Realisierung einer Schaltfunktion zu verstehen ist.

Kosten und Tiefe
Wir haben Schaltfunktionen auf zwei Arten realisiert:

® durch Formeln (eigentlich boolesche Ausdricke)
® durchSchaltkreise

Fur die KosterC vereinbaren wir z.B. folgendes:

Formel

Summe der vorhandenen Operationszeichen, also +,.,
Schaltkreis

Summe der vorhanden&atter

Die Kosten sollen in irgend einer Art und Weise reale Kosten

widerspiegeln, z.B. Anzahl der Chips, Preis der Chips,

Platzverbrauch der Chips, Verlustleistung der Chips usw.

Durch entsprechende Anpassung der Kostenfunktion kinnen
die realen Kosten abgeschatzt werden.
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Fur die Tiefel vereinbaren wir z.B. folgendes:

Formel

Tiefe der Klammerverschachtelung, wenn wir die Formel
vollstandig klammern wdrden. Ist der Ausdruck
vollstandig geklammert, kann die Tiefe durch einfaches
Bestimmen der Tiefe der o6ffnenden Klammern durch
einen Lauf Uber den Ausdruck berechnet werden.
Schaltkrels
Tiefe des Graphen, wenn wir die Verschaltung der Gatter
als zykelfreien Graphen interpretieren. Sind die Knoten
des Graphen topologisch sortiert, kann die Tiefe durch
einen in der Anzahl der Knoten und Kanten (Pfeile)
linearen Algorithmus bestimmt werden. (Das
topologische Sortieren der Knoten geht auch in
Linearzeit.)
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Hierzu zwei Beispiele:

Nicht zykelfreier Graph (damit keine Reprasentation eines

Schaltkreises):

@ @

Zykelfreier Graph mit Angabe der Tiefe der Knoten:

1

Eine topologische Sortierung der Knoten ist z.B. gegeben
durch: 1,7,6,2,4,3,5,8.

Beachte: bei diesen Definitionen flr Kosten und Tiefe wurden
die Verbindungen zwischen den Gattern nicht bertcksichtigt!
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Decoder

Ein Decoder ist ein Schaltkreis, der je nach Wert
(Interpretation als Binarzahl) am Eingang, genau einen
Ausgang auf 1 setzt.

Schaltfunktion DEC : {0,1} — {0, 1} mit
1 falls  (Xg) =i

DEC(Xy) = (Yo, Y1) mit Y; = { 0 sonst ,1=0,1
Wertetabelle:

Xo| Yo Y1

011 O

1 10 1

Man sieht sofort: Yy = X, Y = X,

Xo
Xo
B
Yo M1

-10 -
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Schaltfunktion DEC,, : {0,1}°¢™ — {0, 1}" mit
DECn(X07 < 7X10gn—1) - (YEb R Yn—l)

wobei fiir alle : =0,...,n — 1 gilt:
{ 1 falls <Xlogn—1 c e X0> = Z
)/; =
0 sonst

Damit ist der DEC von oben ein DE(Cs.
Wertetabelle fiir n = 8:

Xo Xy Xo|Yo Y1 Yo V3 Yy Y5 Y5 Y7
o 0|1 0 O 0O O 0 0 O
o 0 1,0 1 0 0 0 O O
o 1 o0y0 O 1 0 0O 0 0 O
o 1 1,0 O O 1 O O 0 O
1 0 0}0 O O O 1 0 0 O
1 0 1/0 O O O O 1 0 O
1 1 0|0 O O O O 0 1 O
1 1 10 0O O O O O O 1
VDNFs fir DECs:
Yy = Xo X1 Xy
Vi = Xo X0 X,

Y: = XoX1X,

-11 -
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Realisierung mit Normalformen

Man kann nun den Decoder mithilfe der Normalformen
realisieren, wobei sich fim=8 die Kosten zP*8+8*3/2=28
ergeben. Allgemein gilt fUr die Kosten:

C(DEC,) = n-(logn—1)+n/2-logn = nlog n—n/2+logn
da jeder dern Minterme log(n)-1 viele UND-Gatter und

insgesamt genauso viele NICHT-Gatter wie Nullen auf der
linken Seite der Tabelle vorkommen.

Die Anzahl der Inverter kann reduziert werden, da jede
Schaltvariable nur einmal negiert werden muss; es sind also
lediglichlog(n) viele NICHT-Gatter erforderlich. Also:

C(DEC,) =n-(logn—1)+logn = nlogn —n+logn

Wie tief ist diese Konstruktion?

Es kommt darauf an, wie geschickt wir die Minterme
realisieren. Bei vier Variablen gibt es z.B. die folgenden
Maoglichkeiten:

Xo X1 Xz X3

-12 -
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Wir kdnnen also eine Tiefe von 3 erhalten. Aligemein erhalten
wir fur die Tiefe eines-Decoders:

T(DEC,) =loglogn + 1

Schaltsymbol des-Decoder (d.h. die Grol3e wird durch die
Anzahl der Ausgange bestimmt):

-13-
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Wir haben also viele verschiedene Darstellungen fir den
gleichen Sachverhalt, namlich der Beschreibung einer
Schaltfunktion:

Beschreibung in Worten

Mathematische Beschreibung als Funktion
Wertetabelle

Formel (boolescher Ausdruck)

Schaltkreis

Schaltsymbol

-14 -
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Rekursive Realisierung

Nehmen wir an, wir hatten schon eineibecoder realisiert.
Wir wollen nun mit zwei solchen und einigen weiteren
Gattern eine2n-Decoder zusammenbauen.

(XO’Xl’ Xlog n_1) |Ogn x|ogn
/

/
DEC, \ | DECp |\

& .. @ &l .. @
h( Yn-l

0 Yn Y2n-1

(Bemerkung: diese Schaltung ist offensichtlich nicht die
schlauste; man kann auch einfach nur eimebDecoder
verwenden, aber trotzdem ist sie korrekt und wir konnen
Kosten und Tiefe berechnen. Spater sehen wir die einfachere
Schaltung.) Wie berechnen wir nun aber Kosten und Tiefe?

-15-
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Rekursionsformeln

Wir lernen hier zwei einfache Rekursionsgleichungen kennen,
die uns sehr nitzlich sein werden. Die Idee dahinter ist recht
einfach zu verstehen (hier sehr informal):

Gegeben ein Problem der GrolRenordnan@vas immer das
bedeuten mag), kennt man die Losung des Problems kleinerer
Ordnung sowie eine Konstruktion, wie man mithilfe dieser
kleineren Losung, die Losung flr das grof3e Problem erhalt, so
kann man den Aufwand mithilfe der Rekursionsgleichung
berechnen. Das kleinere Problem kann einfach von der
GrofRenordnungn-1 sein (lineare Rekursion), oder aber
lediglich von der GroRenordnumgp, d.h. denb-ten Teil, sein
(logarithmische Rekursion).

Verwenden wir die folgenden Bezeichnungen:

f(n)
ist die gesuchte Funktion;
a
gibt an, wie oft das kleinere Problem benutzt wird;
b
gibt an, um wieviel kleiner das kleinere Problem ist (bei
der logarithmischen Rekursion);
C
gibt die Grole des kleinsten Problems (f(4)) an;
g(n)
gibt an, was bei jedem Schritt zusatzlich an Aufwand in
Abhangigkeit vom getrieben werdemuss.

-16 -
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Formeln fur die lineare Rekursion:

Sei f : IN — N eine Funktion mit:

f(1) = ¢  fiirirgendein ¢ € N
f(n) = a-f(n—1)+g(n)
Dann gilt:

n—2 .

f(n)=a""' c+ gal-g(n—i)

Formeln flr die logarithmische Rekursion:

Sei f : IN — IN eine Funktion mit:

f(1) = ¢  fiirirgendein ¢ € N
fn) = a-f(3)+g(n)

fiir alle Potenzen n = b* (d.h. uns interessiert die Funk-
tion f nur an den Stellen by = 1,b, % b°, .. .).
Dann gilt:

Fw) = abn o+ g (1)
B i=0 I\

-17 -
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Betrachten wir nochmals den oben bereits gezeigten

2n-Decoder;

(X X1, - Xjog n-1)

X
log n log n
/

/
DEC, \ | DECp |\

Die Parameter flr
ergeben sich zu:

Yo

A -
Yn-l

Yn Y2n-1

die logarithmische Rekursionsgleichung

a 2

b 2

c 1
gn)|2n+1

da 2 DEC,

da n die Hélfte von 2n

da f(1) = C(DECy) =1
(besteht nur aus einem Inverter)
2n UND-Gatter und 1 Inverter

Fiur die Kosten des
wir also:

rekursiv definiertgn-Decoders erhalten

-18 -
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Die Funktion f ergibt sich fiir den Decoder als:

f(1) = C(DECy) =1
f(n) = C(DECy,)
= 2-C(DEC,)+2n+1

und wir erkennen die Konstanten sowie die Funktion g
als

a=2 b=2 c¢=1 gn)=2n+1

womit sich die Kosten eines 2n-Decoders wie folgt be-
rechnen

f) = a8 0 g (D)
B i=0 I\

loggn—1 n
— Qloean . L 21-(—.+1>
i=0 20
logn—1 logn—1 .

—n+ Y 2+ Y 2
1=0 1=0

= n+2nlogn + 28" — 1
= 2nlogn +2n —1
= 2nlog(2n) — 1

Und somit als Kosten einesDecoders:

C(DEC,) =nlogn — 1

-19 -
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Es ist eine schone Ubung, das Ergebnis konkret fir elnen
und8-Decoder nachzurechnen.

Nun haben wir schon bemerkt, dass die Konstruktion nicht die
geschickteste war. Wir kbnnen ja einfach einen der beiden
n-Decoder weglassen. Tun wir dies.

(X6 X1s -+ Xjog n-1) Xlogn
log n
DECh
O
-0 W
Yo Yh1 Yn Yon-1

Die Parameter fiur die logarithmische Rekursionsgleichung
sind damit wie folgt:

a 1 dal DEC,

b 2 | da n die Halfte von 2n

c 1 |da f(1)=C(DECy) =1
(besteht nur aus einem Inverter)
g(n) | 2n + 1| 2n UND-Gatter und 1 Inverter

-20-
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und die Kosten berechnen sich nun zu:
f(n) = C(DECy,)

) logpn—1 . n
= a®"-c+ ¥ a’°9<7>
1=0 b

1 —1
— 1l .14 i, (Qﬁ+1)
i=0 2!

logn—19n  logn—1

=1+ > —+ X
i=0 2 i=0

logn—1 i
= 142n- X (—) + logn
i=0 \2

(1/2>10gn_1
1/2—1
— 14+2n-(1/2'¢" —1). —24logn
= 1—4n-(1/n—1)+logn

= 4n +logn — 3

= 1+2n-

+logn

womit sich flr einem-Decoder Kosten ergeben, die um einen
Faktor log(n) niedriger liegen als in der vorhergehenden
Konstruktion:

C(DEC,) =2n+logn —4
(wegen C(DECs,) = 4n+logn—3 = 2-2n+log(2n)—4)

-21 -
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Schauen wir uns nun die Tiefe unserer Konstruktionen an. Die
Tiefen beider Konstruktionen sind offensichtlich identisch.

Berechnen wir die Tiefe der Decoder ebenfalls mit der
Rekursionsformel.

Nach Konstruktion gilt offensichtlich
T(DECy,) = max(T(DEC,),1) + 1

nun hat ein Decoder mindestens Tiefe 1, also kénnen wir
das Maximum weglassen:

T(DECs,) = T(DEC,) + 1

womit sich die Tiefe eine2n-Decoders mit folgenden
Parametern

a |1|da DEC, einmal durchlaufen wird

b |2 |dan die Hilfte von 2n

c |1|da f(1)=T(DEC,) =1

(besteht nur aus einem Inverter)

g(n) | 1| da nur 1 UND-Gatter mehr durchlaufen wird

wie folgt berechnet

_22-
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f(n) = YKZDI;CEH)
1 logpn—1 . n
1=0 b
loggn—1 |
— 1log2n.1_+_ 111
1=0

logn—1

=14+ > 1
i=0
= logn +1

Die Tiefe eines-Decoders betragt also

T(DEC),) =logn

was deutlich mehr als dieg(log(n)) von der Konstruktion
mit der Normalform ist.

Geben wir uns also damit zufrieden? Nein!

-23-
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In obigen Konstruktionen haben wir die Grof3e der Decoder
bezlglich der Ausgange bestimmt. Wiederholen wir kurz die
Diskussion, nun allerdings bestimmen wir die Grol3e
beziglich der Eingange.

(XO,Xl, Xm-2 ) X m-1
m
DECm
®
9o w-
Yo Y,m-1, Y,m-1 Y,m,

-24 -
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Nun nutzen wir die Formel der linearen Rekursion und
erhalten mit den Parametern:

a 1 dal DEC,,_1

c 1 |da f(1)=C(DEC)) =1
(besteht nur aus einem Inverter)
g(m) | 2™+ 1| 2™ UND-Gatter und 1 Inverter

folgende Kosten:

fom) = "ot i glm i

 am—1 m=2 i m—i
= 1 14+ > 172 +1
i=0

m—2 .

= 14+ > 2"+ 1
1=0

= 2:2"4+m—4

Wie nicht anders zu erwarten, erhalten wir die gleichen
Kosten wie oben, wenn wir fim wiederlog(n) einsetzen.

-25-
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Nun stellt sich die Frage, ob nicht auch eine logarithmische
Konstruktion moglich ist. Nehmen wir am sei eine
Zweierpotenz.

DECm/2
o

m/2 """ " "m-1
m/2

(Xo ’Xl’ Xm/2-1)
m/2

YO Y. m_

Die Parameter der Rekursionsgleichung fir die Kosten
ergeben sich als:

a 2 |da2 DEC,

b | 2 |da Decoder halber Grifie

c | 1|daf(l)=C(DEC)) =1
(besteht nur aus einem Inverter)
g(m) | 2™ | da 2™ UND-Gatter

und damit erhalten wir die folgende Gleichung

-26 -
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f(m) = C(DECy,)

logpm—1 m
— alogbm.c+ Z a/l.g< )
1=0

bi
loggm—1 ,
— 210g2m .1 i Z 2@ . 2m,/2Z
1=0
~ s logm—1 2m/2i—i
1=0

die allerdings nicht ganz so einfach zu einer einfachen
geschlossenen Formel aufzulésen ist. Allerdings kann man
zeigen, dass fur wachsenaegilt:

f(m)

LRGN |
2m

Die verbesserte Konstruktion kostet also fur hinreichend grol3e
m ungefahr die Hafte.

-27-
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Betrachten wir nun die Tiefe der neuen Konstruktion. Die
Parameter der Rekursionsgleichung fir die Tiefe ergeben sich
als:

a |1|daein DEC,, durchlaufen wird
2 | da Decoder halber Grofie

c |llda f(1)=T(DEC,) =1
(besteht nur aus einem Inverter)
g(m) | 1| da 1 UND-Gatter mehr

und wir erhalten die gleiche Tiefe wie bei der Konstruktion
mit der Normalform (allerdings bei erheblich geringeren
Kosten):

f(m) = T(DEC),)
logpm—1
— alogbm. C+ . CLZ g<m>
1=0
loggm—1
S S S
1=0
logm—1

-1+ ¥ 1
1=0

= logm +1

.28 -
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Fassen wir die Ergebnisse der verschiedenen Konstruktionen
nochmals zusammen (wir betrachten wieder als Grundlage fur
die Gro3e die Anzahl der Ausgange):

Tiefe Kosten H-Dréhte
Normalform || loglogn + 1 |nlogn — n +logn | 2logn + loglogn — 1
1. Konst. logn nlogn —1 logn(logn +1)/2
2. Konst. logn 2n + logn — 4 n +logn — 2
3. Konst. loglogn + 1 n+x 2y/n+x

-29 -
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Vergleicher

Wenden wir die rekursive Konstruktionsmethode an, um
Vergleicher zu bauen.

Ein Vergleicher ist ein Schaltkreis, der zwei Eingangssignale
miteinander vergleicht und genau einen Ausgang auf 1 setzt,
je nachdem, ob der Vergleich kleiner, gleich oder groRer
ergibt.

Schaltfunktion CM P : {0,1}* — {0,1}3 mit

CMP(X07 5/0) — (Z07 Zl7 ZQ)

wobei gilt:
{ 1 falls (X)) < (Yp)
Zy =
0 sonst
{ 1 falls  (Xo) = (Y0)
1 =
0 sonst

{ 1 falls (Xo) > <Y0>
Ly =
0 sonst

Dies ergibt folgende Wertetabelle:

Xo Yo|Zo 241 Z5
O 0]0 1 O

o 1}1 0 0
1 0,0 0 1
I 1]0 1 O

-30-
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Wir sehen sofort die Schaltfunktionen sowie eine maogliche
Realisierung mit den sich ergebenden Kosten und Tiefe:

Zy=XoYy Zo=XYo Zi=Zy+ 7

L 4 L

Will man zwei n-stellige Binardarstellungen zweier Zahlen
miteinander vergleichen, muss man folgende Schaltfunktion
realisieren.

-31-
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Schaltfunktion CM P, : {0,1}*" — {0, 1} mit

CMP(Xo,...,Xn-1,Yo, ..., Y1) = (Zo, Z1, Zs)

wobei gilt:
7, — { 1 falls (X, 1...Xo) < (Y, 1...Y))
sonst
7, = { 1 falls (Xn1...X0)= (Y 1...Y))
sonst
7, — { 1 falls  (X,-1...X0) > (Y, 1...Y)
sonst

Nun gilt aber offensichtlich folgendes (schreiben wir hierzu
abklrzend fur die beidamstelligen EingangX undY):

X ist kleiner alsY, wenn bereits die oberste Stelle kleinerXst.

Ist gro3er al&, wenn bereits die oberste Stelle grof3er ist. Sind
die beiden obersten Stellen gleich, so entscheiden allein die
unteren Stellen.

Wir konnen also einen-Vergleicher wie folgt aufbauen:

xn-l Yn-l X0..n-2YO..n-2
| fri pnt
CMP CMP
n-1
< = > < = >
11 | 1]
J\ MUX 3 /

Lo 4 L

-32-
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Wir wenden die Formel der linearen Rekursion an und
erhalten mit den Parametern fir die Kosten und die Tiefe:

C\|\T

a |11

c |53
g(n) |15 3

die folgenden Kosten bzw. Tiefe:

n—2 .
C(CMP,) = 1"1.54 ¥ 1'-15
1=0
=5+(n—1)-15

= 1lon — 10

n—2 .
T(CMP,) = 1"'.3+ ¥ 1°-3
1=0
=3+(n—-1)-3

= 3n

Beachte: auch hier konnte man das eigentlich notwendige
Maximum uber beide Pfade eliminieren, da stets qgilt:

T(CMP, ;) > T(CMP)

Die obige Konstruktion benutzt nur das oberste Bit flr die
Rekursion. Es gilt aber doch auch die allgemeinere Form:
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<X> < <Y> falls <Xn—1 e Xn—j> < <Yn_1 R Yn—j>

fiir ein beliebiges 7 = 1,...,n.

Die anderen Falle fur gleich und grof3er gelten analog. Lassen
wir fur n nur Zweierpotenzen zu, so konnen wir den
n-Vergleicher durch folgende Konstruktion realisieren:

Xn/2..n-1Yn/2..n-1 X0..n/2-1YO..n/2-1

+ n/2 + ni2 + ni2 + ni2

CME2 CMEr2

< = > < = >

11 | | [ ]

J\ MUX 3
Ll

h 4 4

Das heildt, wir vergleichen zuerst die oberen und die unteren
Halften der Eingabewerte und entscheiden anschliel3end Uber
das Resultat. Fur die Kosten und die Tiefe ergeben sich nun
mit den Parametern

o o R
S ot O
W w N RN

g(n)

die folgenden Losungen (jetzt logarithmische Rekursion):
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logn—1 |

C(CMP,) = 2°¢".54+ ¥ 2010
1=0

=5-n+10-(n—1)
— 15n — 10

logn—1 |
T(CMP,) = 1¢".34+ ¥ 1'.3
1=0
= 34+ 3-logn

Die Kosten haben sich also nicht verandert, was wir auch

genau so erwartet haben. Die Tiefe hat sich jedoch von
linearer auf logarithmische GroRenordnung reduziert.

-35-



Rekursives Schaltungsdesign

Mit der gleichen Methode lassen sich auch viele andere
regelmaldige Basisfunktionseinheiten aufbauen. Beispiele sind:

Demultiplexer

Encoder

FuhrendeNull-Zahler

(gibt binar kodiert die Anzahl der fihrenden Nullen in
einer Bitfolge an)

Populationcounter

(gibt binar kodiert die Anzahl der Einsen in einer
Bitfolge an)

CVS: $ld$
© Arno Formella, Novembet998,

formella@cs.uni-sb.de

Ihttp://www-wjp.cs.uni-sb.de/~formella/izfp.html
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