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Rekursives Schaltungsdesign

Motivation: aus einfachen Dingen, komplizierte herstellen. 

Digitale Zustände: es gibt nur Null und Eins und die Zeit. Null
und Eins muss interpretiert und realisiert werden. Entweder 
high oder low wird als logische Null oder Eins interpretiert 
(high=1: positive Logik, ‘active high logic’); high=0: negative
Logik, ‘active low logic’). 

Schaltfunktionen 

Frischen wir erst Altbekanntes auf. 

Wir interessieren uns für Schaltnetze mit nur einem Ausgang
und n Eingängen, die wir mit Indizes durchnummerieren.
Jeder Eingang und auch der Ausgang soll nur einen der beiden
Zustände annehmen können. Der Ausgang soll allein durch
die Eingangsbelegung festgelegt sein. 
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Einfache Schaltfunktionen mit zwei Eingängen sind die
UND-, die ODER- und die NICHT-Funktion: 
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Man realisiert diese Schaltfunktionen durch sogenannte
logische Gatter oder gates mit den folgenden Schaltsymbolen: 
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Alle Schaltfunktionen, die mit zwei Eingängen zu realisieren
sind zeigt folgende Tabelle (einige sind auch als Symbole
oben dargestellt, hier erscheinen die englischen Namen): 

lnm lpo qsrCtvu wyx�z l{m l|o }�u?t u~t
� � � � � � � � � �
� � � � � � � � � �
� � � � � � � � � �
� � � � � � � � � �

l m l o xIu?t r��?�I� l o l m x�w~xIz u~x�r
� � � � � � � � � �
� � � � � � � � � �
� � � � � � � � � �
� � � � � � � � � �
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Betrachten wir zur Auffrischung der Kenntnisse die
Konstruktion einer einfachen Schaltung. Wir wollen mithilfe
der ägyptischen Zahlendarstellung (hier einer geordneten
Unär-Darstellung) eine moderne Siebensegmentanzeige
ansteuern (dabei verzichten wir auf die Null). 
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Man erhält mit den Vereinbarungen aus der Abbildung
folgende Wertetabelle: 

�M� ��� ��� �M� ��� ��� �M� �M� �M� ��� �0� �-� ��� ��� �-� ���
� � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � �
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Damit ergibt sich z.B. die VDNF (vollständige disjunktive
Normalform) für die Funktion zur Ansteuerung des oberen
Segmentelements zu: 

­_®!¯d°²±X³ °I®�°µ´ °�¶ °I· °¹¸ °2º °I» °�¼ °I½)¾¿°�®À°µ´«°�¶ °I· °¹¸ °�º °I» °2¼ °I½)¾
° ® ° ´ ° ¶ ° · ° ¸ ° º ° » ° ¼ ° ½ ¾¿° ® ° ´ ° ¶ ° · ° ¸ ° º ° » ° ¼ ° ½ ¾
°I®�°µ´Á°2¶À°I·Â°¹¸<°�ºÀ°I» °�¼ °�½)¾¿°I®Â°µ´9°2¶8°I·�°¹¸�°�ºÂ°I»À°2¼ °I½)¾
° ® ° ´ ° ¶ ° · ° ¸ ° º ° » ° ¼ ° ½

Die weiteren Funktionen erhält man auf analoge Art und
Weise. Eine VKNF (vollständige konjunktive Normalform)
wäre an dieser Stelle wegen der vielen Nullen sehr teuer. Die
heute gebräuchlichere Umsetzung geht von einer
Binär-Darstellung (sogenannter binär kodierter Dezimalzahlen
oder einfach BCD-Zahlen) aus. Man benötigt 4 Bit, kann
damit aber sogar 16 Ziffern kodieren. Wir nehmen an, dass
nur 10 Ziffern umgesetzt werden (eine Erweiterung auf die
Hexadezimalzahlen ist einfach), die nicht erlaubten Ziffern
dürfen eine beliebige Anzeige erzeugen. 
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Die Wertetabelle (nun einschließlich einer Null!) sieht wie
folgt aus: 

Ã{Ä ÃpÅ ÃfÆ Ã{Ç ÈFÄ È�Å ÈFÆ ÈFÇ È$É ÈFÊ ÈFË
Ì Ì Ì Ì Í Í Í Í Í Í Ì
Ì Ì Ì Í Ì Í Í Ì Ì Ì Ì
Ì Ì Í Ì Í Í Ì Í Í Ì Í
Ì Ì Í Í Í Í Í Í Ì Ì Í
Ì Í Ì Ì Ì Í Í Ì Ì Í Í
Ì Í Ì Í Í Ì Í Í Ì Í Í
Ì Í Í Ì Í Ì Í Í Í Í Í
Ì Í Í Í Í Í Í Ì Ì Ì Ì
Í Ì Ì Ì Í Í Í Í Í Í Í
Í Ì Ì Í Í Í Í Í Ì Í Í
Í Ì Í Ì
Í Ì Í Í
Í Í Ì Ì Î�Ï#ÐcÑTÒ$Ó�Ô�Ô{ÕXÓ-Ô
Í Í Ì Í Ö«Ñ×ÐcÏ;ØÚÙÓ�Î�Û#ÐgÔ
Í Í Í Ì
Í Í Í Í

Da oft weniger 0en als 1en vorkommen, empfehlen sich für
viele der Funktionen die VKNFs, z.B. (man wählt die freien
Einträge entsprechend als 1en): 

Ü0ÝßÞ«à á â à{ãåä à|æ4ä àfÝçä ànè
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Rekursives Schaltungsdesign 

Wir gehen im Folgenden nicht auf Minimierungsverfahren zur
Reduktion der Kosten eines Schaltkreises ein. Zu den
bekannten Verfahren gehören die Methoden von
Quine-McClusky oder die Veitch- bzw.
Karnaugh-Diagramme. Vielmehr konzentrieren wir uns auf
die rekursive Konstruktion regelmäßiger Funktionseinheiten. 

Wiederholen wir aber zuerst, was unter Kosten und Tiefe der
Realisierung einer Schaltfunktion zu verstehen ist. 

Kosten und Tiefe 

Wir haben Schaltfunktionen auf zwei Arten realisiert: 

durch Formeln (eigentlich boolesche Ausdrücke) 
durch Schaltkreise

Für die Kosten C vereinbaren wir z.B. folgendes: 

Formel 
Summe der vorhandenen Operationszeichen, also +,.,_ 

Schaltkreis 
Summe der vorhandenen Gatter

Die Kosten sollen in irgend einer Art und Weise reale Kosten
widerspiegeln, z.B. Anzahl der Chips, Preis der Chips,
Platzverbrauch der Chips, Verlustleistung der Chips usw.
Durch entsprechende Anpassung der Kostenfunktion künnen
die realen Kosten abgeschätzt werden. 
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Für die Tiefe T vereinbaren wir z.B. folgendes: 

Formel 
Tiefe der Klammerverschachtelung, wenn wir die Formel
vollständig klammern würden. Ist der Ausdruck
vollständig geklammert, kann die Tiefe durch einfaches
Bestimmen der Tiefe der öffnenden Klammern durch
einen Lauf über den Ausdruck berechnet werden. 

Schaltkreis 
Tiefe des Graphen, wenn wir die Verschaltung der Gatter
als zykelfreien Graphen interpretieren. Sind die Knoten
des Graphen topologisch sortiert, kann die Tiefe durch
einen in der Anzahl der Knoten und Kanten (Pfeile)
linearen Algorithmus bestimmt werden. (Das
topologische Sortieren der Knoten geht auch in 
Linearzeit.)
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Hierzu zwei Beispiele: 

Nicht zykelfreier Graph (damit keine Repräsentation eines
Schaltkreises): 
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Zykelfreier Graph mit Angabe der Tiefe der Knoten: 
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Eine topologische Sortierung der Knoten ist z.B. gegeben
durch: 1,7,6,2,4,3,5,8. 

Beachte: bei diesen Definitionen für Kosten und Tiefe wurden
die Verbindungen zwischen den Gattern nicht berücksichtigt! 
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Decoder 

Ein Decoder ist ein Schaltkreis, der je nach Wert
(Interpretation als Binärzahl) am Eingang, genau einen
Ausgang auf 1 setzt. 
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Realisierung mit Normalformen 

Man kann nun den Decoder mithilfe der Normalformen
realisieren, wobei sich für n=8 die Kosten zu 2*8+8*3/2=28
ergeben. Allgemein gilt für die Kosten: «­¬ ®_¯ «

°ª±³² ´¶µ
¬
·
¸�¹ ´	º�»¼±�½¥´¿¾�Àaµ

·
¸�¹ ´ ² ´

·
¸�¹ ´¶ºÁ´¿¾�À�½

·
¸�¹ ´

da jeder der n Minterme log(n)-1 viele UND-Gatter und
insgesamt genauso viele NICHT-Gatter wie Nullen auf der
linken Seite der Tabelle vorkommen. 

Die Anzahl der Inverter kann reduziert werden, da jede
Schaltvariable nur einmal negiert werden muss; es sind also
lediglich log(n) viele NICHT-Gatter erforderlich. Also: Â­ÃÅÄ_Æ�ÂJÇªÈ³É ÊeËªÃnÌDÍ�Î¶ÊeÏ Ð¼ÈÒÑ,ÌDÍ�Î¶Ê É ÊÓÌDÍ�Î¶ÊeÏ Ê�Ñ,ÌDÍ�ÎÔÊ
Wie tief ist diese Konstruktion? 

Es kommt darauf an, wie geschickt wir die Minterme
realisieren. Bei vier Variablen gibt es z.B. die folgenden
Möglichkeiten: 

1 1 1 1 1 1 1 1
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Wir können also eine Tiefe von 3 erhalten. Allgemein erhalten
wir für die Tiefe eines n-Decoders: Õ[ÖØ×_Ù�ÚJÛ�ÜlÝ ÞDß�à	ÞDß�à2á�â ã
Schaltsymbol des n-Decoder (d.h. die Größe wird durch die
Anzahl der Ausgänge bestimmt): 

X

0 Yn-1

DECn

log n

...

Y
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Wir haben also viele verschiedene Darstellungen für den
gleichen Sachverhalt, nämlich der Beschreibung einer
Schaltfunktion: 

Beschreibung in Worten 
Mathematische Beschreibung als Funktion 
Wertetabelle 
Formel (boolescher Ausdruck) 
Schaltkreis 
Schaltsymbol
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Rekursive Realisierung 

Nehmen wir an, wir hätten schon einen n-Decoder realisiert.
Wir wollen nun mit zwei solchen und einigen weiteren
Gattern einen 2n-Decoder zusammenbauen. 

log n

& & & &

1

Y0 Yn-1 Y Y

DECn DECn

...

... ...

...

(X   ,X  , ... X          )

n 2n-1

o 1 log n-1 X log n

(Bemerkung: diese Schaltung ist offensichtlich nicht die
schlauste; man kann auch einfach nur einen n-Decoder
verwenden, aber trotzdem ist sie korrekt und wir können
Kosten und Tiefe berechnen. Später sehen wir die einfachere
Schaltung.) Wie berechnen wir nun aber Kosten und Tiefe? 

- 15 -

Rekursives Schaltungsdesign



Rekursionsformeln 

Wir lernen hier zwei einfache Rekursionsgleichungen kennen,
die uns sehr nützlich sein werden. Die Idee dahinter ist recht
einfach zu verstehen (hier sehr informal): 

Gegeben ein Problem der Großenordnung n (was immer das
bedeuten mag), kennt man die Lösung des Problems kleinerer
Ordnung sowie eine Konstruktion, wie man mithilfe dieser
kleineren Lösung, die Lösung für das große Problem erhält, so
kann man den Aufwand mithilfe der Rekursionsgleichung
berechnen. Das kleinere Problem kann einfach von der
Größenordnung n-1 sein (lineare Rekursion), oder aber
lediglich von der Größenordnung n/b, d.h. dem b-ten Teil, sein
(logarithmische Rekursion). 

Verwenden wir die folgenden Bezeichnungen: 

f(n) 
ist die gesuchte Funktion; 

a 
gibt an, wie oft das kleinere Problem benutzt wird; 

b 
gibt an, um wieviel kleiner das kleinere Problem ist (bei
der logarithmischen Rekursion); 

c 
gibt die Größe des kleinsten Problems (i.A. f(1)) an; 

g(n) 
gibt an, was bei jedem Schritt zusätzlich an Aufwand in
Abhängigkeit von n getrieben werden muss.

- 16 -

Rekursives Schaltungsdesign



Formeln für die lineare Rekursion: ä
å�æ3ç è6éëê ì�í éîê å.æwïuåÓð)ñNïuòAó�æDô�ï¨õ�æ#ó0è

çlöø÷¼ù ú û ü'ýñ?þÔæDþøÿAå.ï��Nå�æwï û�� éëêçlö�� ù ú ���Aç ö	� ì ÷¼ù�
 �3ö�� ù
�� ï?ïeÿ�æ��#ó�è
çlö�� ù³ú ����������û�
 ����������� � � � �3ö�� ì !øù

Formeln für die logarithmische Rekursion: "$#&%(' )$*,+ -/. *0+ #1%�2�#4365�2�798:%<;=2?>@%A8 )
'�BDCFE G H IKJ5ML�%<LDN9#12�O�#&%�2 H�P *,+'�B�QRE G S�T9'VU Q W�XZY [ B�QRE

IKJ5ML]\�^�^<#`_a;b8c#12Mde#&2fQ G Weg B�O�hjiah�5M2�kl%�298m#eLn#1k:ko%<#eLp8qOr%<#s365M2�7ut8:%<;=2f'v2w5�Lx\�2yOM#12V"98m#&^�^<#&2 W&z G C|{ W { We} { W&~ {b�b���AE1h� \�2M2yN|%�^A8�)
'�B�QRE�G S������D�K��T=H Y ����� � �b������� z S � T [ U QW � X
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Betrachten wir nochmals den oben bereits gezeigten 
2n-Decoder: 

log n

& & & &

1

Y0 Yn-1 Y Y

DECn DECn

...

... ...

...

(X   ,X  , ... X          )

n 2n-1

o 1 log n-1 X log n

Die Parameter für die logarithmische Rekursionsgleichung
ergeben sich zu: � � ���`�`�f�����

� � ���4� ���<���¡ ��¢�£¥¤m��¦¨§=©ª�«�
¬ ­ ���@®°¯ ­F±�² �³¯´�V�µ�x¶ ±�² ­¯¸·¹�1ºn¤m�&»u¤�©w¼�½x��¼�º��&��©��&¾ ¿À©9¦¨�&½�¤m�&½ ±Á ¯�� ± �b�ÃÂ ­ �b� Ä]ÅlÆÈÇpÉ��Ê¤n¤c�&½Ë¼M©M� ­ ¿Ì©9¦¨�e½p¤m�e½

Für die Kosten des rekursiv definierten 2n-Decoders erhalten
wir also: 
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ÍÏÎ<Ð4Ñ6Ò�Ó�Ô9Õ:Î<Ö=Óf×ØÐeÙDÚ|Î�ÛrÕÏÜoÎ<ÝmÞ³ßKàÒ�ÙËá�Ð&ÓVÍlÐ&ÝeÖ$á�ÐeÙlâ�ã�Ü ä
×°ånæFç è é³å´êVëµéxìmç�è æ×�å�íRç è é³å´êVëµé ìïî çè ðZñ¨é³å´êVëµé�î=çaò ðbí?ò æÒ�Ó�á óxÎ<Ù�ÐeÙnÔ|Ð&Ó�Ó�Ð1Ó á�Î<Ðyô�Ö=ÓMÜDÕõâbÓuÕcÐ1Ó Ü:ÖFóxÎ<Ðöá�Î<ÐÃÑ6Ò�Ó�Ô9Õ:Î<Ö=Ó ÷â�ã�Ü

ø è ð ù]è ð ú�è æ ÷(å�íRç�è ð«íÃò æóËÖ|ûüÎAÕ�ÜoÎ<ÝmÞ árÎ<Ðýô�Ö=ÜDÕcÐ1Ó Ð1Î�Ó�Ð&Ü³ðbíÿþDÍxÐeÝ&Ö$áMÐ&ÙnÜüóxÎ<Ðyß�Ö=ã�Ú«ÕµÛ�ÐKþÙnÐeÝ:ÞMÓ�Ð1Ó
×�å�íRç è ø�������� î ñ|ú ò ����� � î 	�
�
���� ø 
 ñ�÷�� íù 
��è ð ������� î ñræ ò ����� � î 	�
�
���� ð 
 ñ��� ð«íð 
 ò æ���

è í?ò ����� î 	�
�
���� ðbí?ò ����� î 	�
�
���� ð 
è í?ò ðbí ã<Ö=Ú í?ò ð ����� î � æè ðbí4ã<Ö|Ú í?ò ðbí � æè ðbí4ã<Ö|Ú�åÀð«í ç � æ
Und somit als Kosten eines n-Decoders: !#"%$'&�!)(+*-, .0/21+34.65 7
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Es ist eine schöne Übung, das Ergebnis konkret für einen 4-
und 8-Decoder nachzurechnen. 

Nun haben wir schon bemerkt, dass die Konstruktion nicht die
geschickteste war. Wir können ja einfach einen der beiden 
n-Decoder weglassen. Tun wir dies. 

log n

& & & &

1

Y0 Yn-1

(X   ,X  , ... X          )o 1 log n-1 X log n

Y Y

...

... ...

...

n 2n-1

DECn

Die Parameter für die logarithmische Rekursionsgleichung
sind damit wie folgt: 8 9 :�;<9>=@?BA)C

D E :�;GF :IH2JLKNM;PO�QSRTJVUXW+Y E FZ 9 :�;\[^]_9a`cb A#]%='?�AedT`cb 9]gfhJji_RTJlkmR)Yonqpe;PnIi)JlH�YqJlr stYuUXJlp�RTJlpv`
w ]xFy` E F{z 9 E F |~}������ ;�R_RvJlp�n�Y�: 9>s�YuUXJ�p�RTJ�p
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und die Kosten berechnen sich nun zu: �^����� � ���%�'�B�����+�� �I������� � �m��� ����� �
�P ¢¡
£¤�¥�¦ � ¤ �¨§<© �ª ¤¬«� ­ ������® � � ­ � ������®
�P ¢¡
£¤�¥�¦ ­ ¤ ��¯°+± �± ¤ �

­�²³
� ´ � �����

�µ �¡
£¤�¥�¦ ± �± ¤ �

����� �µ �¡£¤�¥�¦ ´
� ´ � ± � �

����� �µ �¡£¤�¥�¦ ¯° ´±
²³ ¤ � ¶2·+¸ �� ´ � ± � �

��´¨¹ ± � �����
� º ´´¨¹ ± º ´ � ¶2·+¸ �� ´ � ± � � ��´¨¹ ± �����
� º ´a� � º ± � ¶2·+¸ �� ´ º » � � ��´P¹¼� º ´�� � ¶2·+¸ �� » � � ¶2·+¸ � º ½

womit sich für einen n-Decoder Kosten ergeben, die um einen
Faktor log(n) niedriger liegen als in der vorhergehenden
Konstruktion: ¾#¿%À@ÁB¾)ÂÄÃ�Å ÆµÇ{È É2Ê+Ë4ÇÍÌ Î¿SÏ�ÐlËmÐlÑ\¾#¿%À'Á�¾eÒ Â ÃcÅ ÎmÇÓÈGÉ2Ê+ËÓÇ~ÌÕÔGÅ Æ×ÖgÆÄÇÓÈGÉ2Ê+Ëh¿tÆµÇyÃµÌ\ÎoÃ
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Schauen wir uns nun die Tiefe unserer Konstruktionen an. Die
Tiefen beider Konstruktionen sind offensichtlich identisch.
Berechnen wir die Tiefe der Decoder ebenfalls mit der
Rekursionsformel. Ø�ÙµÚTÛ'ÜVÝ+ÞIß_àTá�âqãuàåä2Ý+Þ#æmä�çèà�ÝÄé�êlÞIßåä2ÚåÛuàåç�ä2ÚTÛ

ëíì%î'ï�ðeñóòÄôcõ ö Ùa÷ ìxëÕì%î'ïBðøòÄôjùµúaôüû úÞoâIÞ�Û�Ù¨à4êjä�Þþýeê�ÚlÝ ÿ�ê�á ö ä�ÞqÿIêlß�àTêlÞ�ß � ä2ê � ê ú�� ÙPç�ßåÝLã �Ý¼ÞIÞqêjÞ � ä2áÿ�Ùµß � Ùa÷Iä ö â ö � êlæ¼ç ÙPßåßåêlÞ �ëÕì%î'ïBð�ñ�ò+ôcõ ëÕì%î'ï�ð)ò+ôüû ú
womit sich die Tiefe eines 2n-Decoders mit folgenden
Parametern 	 
 �
��������������������� �"!�#%$'&"�(��!")*�+�-,.�/#%�0 1 �
�32 �"�/�3465�7�8):9'�<;>=?� 1 2@ 
 �
��ACBD
FEHG IJBK���L�NMOEHG 
BQPR�+SD9'�+&T9��>!�#N��!US��������V� WX�T;>�V#Y9'�V#'EZ[B\2]E 
 �
���^!U#_
6`<a<bdcfe_�g9%9'�V#��J�+&U#d�"!U#%$'&U�(��!")*���h,N�/#%�
wie folgt berechnet 
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iCj*kml n oJjKp�qLrNsut?ln v"wyxfzD{ t_|�}�~ w�xYz { t7�����8��� v � |g��� k� �K�n � w�xfzf� t | � ~ wyxfzD� t7�������
� � � | �
n � ~ wyxfz t7�����8�
� �n �/���dk ~ �

Die Tiefe eines n-Decoders beträgt also �J�����������C� �/��� �
was deutlich mehr als die log(log(n)) von der Konstruktion
mit der Normalform ist. 

Geben wir uns also damit zufrieden? Nein! 
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In obigen Konstruktionen haben wir die Größe der Decoder
bezüglich der Ausgänge bestimmt. Wiederholen wir kurz die
Diskussion, nun allerdings bestimmen wir die Größe
bezüglich der Eingänge. 

m-1

2  -1 2
m-1

m-2

m

m
2    -1

m

m-1

& &

1

Y Y

...

... ...

...

DEC

Y

o 1 X

Y0

(X   ,X  , ... X       )

& &
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Nun nutzen wir die Formel der linearen Rekursion und
erhalten mit den Parametern: ¡ ¢ £
¤¥¢6¦�§�¨�©Cª�«

¬ ¢ £
¤J­C®D¢F¯C° ¨¥®K¦�§L¨ « ¯H° ¢®Q±R²+³D´'²+µT´·¶^¸U¹N¤�¸U³�²+º�¶U²V» ¼X¶T½>²V¹Y´'²V¹'¯
¾ ®*¿ ¯ À © Á ¢ À © Â<Ã<Ä ÅfÆ ¤Ç´%´'²V¹d¸"¶�£ ¢È¼É¶T½>²+¹f´'²+¹

folgende Kosten: ÊÌË\ÍÏÎ Ð Ñ"ÒCÓ�ÔHÕ�ÖØ× ÒCÓ�ÙÚÛ8Ü�Ý Ñ Û ÕÇÞ
Ë*Í ß à ÎÐ á ÒCÓRÔ Õâá�× ÒCÓUÙÚÛ�Ü
Ý á Û Õ?ã ÒCÓ Û × áÐ áØ× ÒCÓUÙÚÛ�Ü
Ý ã�ÒCÓ Û × áÐ ã6Õ?ã Ò × Í ß ä

Wie nicht anders zu erwarten, erhalten wir die gleichen
Kosten wie oben, wenn wir für m wieder log(n) einsetzen. 
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Nun stellt sich die Frage, ob nicht auch eine logarithmische
Konstruktion möglich ist. Nehmen wir an m sei eine
Zweierpotenz. 

m/2

m/2

m/2-1

m/2 m-1

m/2

m
2    -1

m/2

(X    , ... X        )

Y0 Y

...

...

...

... ...

... ... ...

...

DEC

...& & & &

DEC

(X   ,X  , ... X         )o 1

Die Parameter der Rekursionsgleichung für die Kosten
ergeben sich als: å æ ç�èéæ�ê�ëLì�ímîfï

ð æ ç�è�ñNòVó+ôõçUò+öd÷�è�ø�ùúò+ö.ûüöFýô�þ?ò
ÿ � ç�è ��� ����� ì � ê�ë�ì � �	� �� ùRò 
�� ò+÷ ��
�� öNè ��
 ò � 
 ò � � 
�� òVö � òVö �� ��� � æ í ç�èéæ í ��� ñ � û6è ��� òVö

und damit erhalten wir die folgende Gleichung 
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�� "! # $ %& ('*)+%-,	#$ .0/2143�5 , 687:9 /;143 5 ,�<>=?@BADC . @ 6FEHG ! I @KJ$ L /;1434M , 6ON:9 /;1P3�M ,�<>=?@BADC L @ 6 L ,RQ4SUT
$ ! 9 /;1P3 ,�<V=?@WADC L ,RQ4SXTY< @

die allerdings nicht ganz so einfach zu einer einfachen
geschlossenen Formel aufzulösen ist. Allerdings kann man
zeigen, dass für wachsende m gilt: Z�["\ ]^`_ acb d
Die verbesserte Konstruktion kostet also für hinreichend große 
m ungefähr die Häfte. 
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Betrachten wir nun die Tiefe der neuen Konstruktion. Die
Parameter der Rekursionsgleichung für die Tiefe ergeben sich
als: e f gihkjmlBn*oqp+r-sRt4u�g0vxw�y{z0|Yh}v0~"j�n���l�w�g

� � gih���j�y���g�j�w�z>h}|B�Vj�w���w������j
� f gih�����f���� ���(oqp�r������ f����jm�� {jmz� ¡n�vxw�h}v0��j�lBn�j�¢ £¤n8¥�j�wP ¦j�w{�

§ �"¨ � f gih&fª©¬«¬��­4�®hF � {j�w�¢�j�z�w
und wir erhalten die gleiche Tiefe wie bei der Konstruktion
mit der Normalform (allerdings bei erheblich geringeren
Kosten): ¯�°"± ² ³ ´�°Xµq¶+·-¸:²³ ¹0º2»4¼�½ ¸ ¾8¿:À º;»4¼ ½ ¸�Á>ÂÃÄBÅDÆ ¹ Ä ¾FÇHÈ ± É ÄKÊ³ Ë º;»4¼4Ì ¸ ¾ Ë À º;»P¼�Ì ¸�Á>ÂÃÄBÅDÆ Ë Ä ¾ Ë³ Ë À º2»4¼ ¸�Á>ÂÃÄBÅDÆ Ë³ Í�ÎÐÏÑ± À Ë
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Fassen wir die Ergebnisse der verschiedenen Konstruktionen
nochmals zusammen (wir betrachten wieder als Grundlage für
die Größe die Anzahl der Ausgänge): ÒÔÓÖÕ�×ØÕ Ù�ÚKÛ(Ü4ÕÞÝ ßáà(â�ã¦äå�æ ÜPÕç Ú�ãXè å�é ×ØÚ�ãUè é ÚKê é ÚKêìëîí ï ë é ÚKêáë+ð*ëñí é ÚKêáë ò é ÚKêóëñí é ÚKê é ÚKêáë�ð ïïKôõÙ�Ú�Ý8Û(Ümô é Ú�êáë ë é ÚKêáë+ð ï é ÚKêáëáö é ÚKêáëñí ï¦÷PøùòòÐôõÙ�Ú�Ý8Û(Ümô é Ú�êáë ò�ëñí é ÚKêáë+ðqú ëîí é ÚKêáë�ðûò

ü ôõÙ�Ú�Ý8Û(Ümô é ÚKê é ÚKêìëîí ï ëñíqý ò}þ ëñíqý
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Vergleicher 

Wenden wir die rekursive Konstruktionsmethode an, um
Vergleicher zu bauen. 

Ein Vergleicher ist ein Schaltkreis, der zwei Eingangssignale
miteinander vergleicht und genau einen Ausgang auf 1 setzt,
je nachdem, ob der Vergleich kleiner, gleich oder größer
ergibt. ÿ�� �������
	���
���������
���� � ������ "!"#�$&%(' ���� �!)#+*-,.���

�.� �0/21034 657368:9 /<;=3> 4;@?A B; $ 8
C ��DFEG�IH+�J�����

; 3 9 KLM LN
! 	O���J�JP QR1 3TSVU QR5 3TS� PW�+
�PX�

;@? 9 KLM LN
! 	O���J�JP QR1 3TS 9 QR5 3TS� PW�+
�PX�

; $ 9 KLM LN
! 	O���J�JP QR1 3TSVY QR5 3TS� PW�+
�PX�

Dies ergibt folgende Wertetabelle: 

Z0[ \][ ^=[ ^@_ ^a`b b b c bb c c b bc b b b cc c b c b
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Wir sehen sofort die Schaltfunktionen sowie eine mögliche
Realisierung mit den sich ergebenden Kosten und Tiefe: d=e@f gheWi]e daj-f ghe i]e d@k:f d=eml daj

npoqn.r s�t f uv oqn.r s�t f w

>& &

>1

Z0 Z1 Z2

X0 Y0

Z0 Z2Z1

1 1

X0 Y0

< =

CMP

Will man zwei n-stellige Binärdarstellungen zweier Zahlen
miteinander vergleichen, muss man folgende Schaltfunktion
realisieren. 
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x�y�z�{�|�}
~�������}���������� ���.�������"�"��� �.�(� �����"�"�+�-�.��}
�.� �0���0�����"���"�6�p�"���A���]�>�"���"���6���"���W ¢¡ �q£=���B£¤�G�4£ �  

¥ ��¦F§G�I¨+�J|�}��
£ � ¡ ©ª« ª¬

� ~O{�|J|J­ ®R� ���¯� �"����� �A°&± ®R� �"��� ���"��� �G°� ­W�+��­X}
£@� ¡ ©ª« ª¬

� ~O{�|J|J­ ®R� ���¯� �"����� �A° ¡ ®R� �"��� �"�"��� �G°� ­W�+��­X}
£ � ¡ ©ª« ª¬

� ~O{�|J|J­ ®R� ���¯� �"����� �A°&² ®R� �"��� ���"��� �G°� ­W�+��­X}
Nun gilt aber offensichtlich folgendes (schreiben wir hierzu
abkürzend für die beiden n-stelligen Eingänge X und Y): 

X ist kleiner als Y, wenn bereits die oberste Stelle kleiner ist. X
ist größer als Y, wenn bereits die oberste Stelle größer ist. Sind
die beiden obersten Stellen gleich, so entscheiden allein die
unteren Stellen. 

Wir können also einen n-Vergleicher wie folgt aufbauen: 

n-1
< =

CMP

>

Z1 Z2Z0

< =

CMP

>

X Y X Y

MUX 3

n-1 n-1
n-1 n-1

0..n-2 0..n-2
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Wir wenden die Formel der linearen Rekursion an und
erhalten mit den Parametern für die Kosten und die Tiefe: 

³ ´
µ ¶ ¶· ¸ ¹º¼»�½�¾ ¶�¸ ¹

die folgenden Kosten bzw. Tiefe: 

¿pÀ<¿.Á Â�Ã)Ä Å Æ Ã�Ç¯ÈÊÉ+ËÍÌ Ã�ÇÏÎÐÑJÒÔÓ Æ Ñ
É Æ Ë

Å ËÍÌ À�Õ×Ö Æ�Ä É Æ ËÅ Æ Ë Õ×Ö ÆBØ

Ù Àq¿.Á Â�Ã)Ä Å Æ Ã"Ç�È É)Ú&Ì Ã"Ç�ÎÐÑJÒÔÓ Æ Ñ
É)Ú

Å ÚVÌ À�ÕÛÖ Æ�Ä É)ÚÅ Ú Õ
Beachte: auch hier konnte man das eigentlich notwendige
Maximum über beide Pfade eliminieren, da stets gilt: ÜÞÝqß.à ámâ�ã¯äXå@æ Ü�Ýqß.à á.å
Die obige Konstruktion benutzt nur das oberste Bit für die
Rekursion. Es gilt aber doch auch die allgemeinere Form: 
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çRè é&ê çRëhé ìOí�îJîJï çqèpð"ñ�ò�ó"ó"ó�èpð"ñ�ô>é&ê çRë�ð"ñ�òõó"ó"ó�ë7ð�ñöô�é
ì6÷ø�ùûúAüJý0þFú î ü�úAþ�üJÿ�ú ï���� ���"ó�ó"ó��	��


Die anderen Fälle für gleich und größer gelten analog. Lassen
wir für n nur Zweierpotenzen zu, so können wir den 
n-Vergleicher durch folgende Konstruktion realisieren: 

n/2
< =

CMP

>

Z1 Z2Z0

< =

CMP

>

Y

MUX 3

n/2 n/2 n/2 n/2

Y0..n/2-10..n/2-1Xn/2..n-1n/2..n-1X

n/2

Das heißt, wir vergleichen zuerst die oberen und die unteren
Hälften der Eingabewerte und entscheiden anschließend über
das Resultat. Für die Kosten und die Tiefe ergeben sich nun
mit den Parametern 

� 

� � �� � �
� � �
������� ��� �

die folgenden Lösungen (jetzt logarithmische Rekursion): 
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� �!�#" $�%'& ( )+*-,/. %10�243 *5,6. %87:9;<>=@? )
< 0BA�C

( 2D08EF3 A�CG0 � EIH A &
( AJ28EKH A�C

L �M�N" $�%'& ( A *5,/. %G08OP3 *-,/. %87:9;<>=Q?
A < 0'O

( OP3 OG08RTSVU�E

Die Kosten haben sich also nicht verändert, was wir auch
genau so erwartet haben. Die Tiefe hat sich jedoch von
linearer auf logarithmische Größenordnung reduziert. 
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Mit der gleichen Methode lassen sich auch viele andere
regelmäßige Basisfunktionseinheiten aufbauen. Beispiele sind: 

Demultiplexer 
Encoder 
Führende Null-Zähler
(gibt binär kodiert die Anzahl der führenden Nullen in
einer Bitfolge an) 
Populationcounter
(gibt binär kodiert die Anzahl der Einsen in einer
Bitfolge an)

CVS: $Id$ 

© Arno Formella, November 1998,

formella@cs.uni-sb.de

http://www-wjp.cs.uni-sb.de/~formella/izfp.html
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