
Rekursives Schaltungsdesign

Addierer

Wir werden fünf verschiedene Addiererkonstruktionen kennen
lernen: 

Ripple Carry Adder (RCA) 
Conditional Sum Adder (CSA) 
Two Sum Adder (TSA) 
Block Carry Adder (BCA) 
Carry Lookahead Adder (CLA)
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Halbaddierer 

Ein Halbaddierer realisiert eine 1-stellige Addition zweier
Binärzahlen. 
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Wertetabelle: 
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Die Schaltfunktionen können direkt mit jeweils einem Gatter
(also Kosten 2 und Tiefe 1) realisiert werden. 
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Volladdierer 

Ein Volladdierer realisiert eine 1-stellige Addition zweier
Binärzahlen mit Eingangsübertrag. 
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d.h. wir müssen folgende Wertetabelle realisieren: 

¼�½ ¾4½ ¿4½ À�Á À�½
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Dies ist mit einfachen Ausdrücken möglich, was folgende
Schaltung mit Kosten 5 und Tiefe 3 zeigt: 
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n-Bit Addierer 

Wir haben gesehen, dass es verschiedene Möglichkeiten gibt,
einen Schaltkreis aufzubauen. Man kann versuchen, die
Kosten oder die Tiefe des Schaltkreises zu minimieren. Es
ergibt sich häufig ein trade-off zwischen Kosten und Tiefe und
man muss sich je nach Gegebenheit für eine Variante
entscheiden. Wir wollen im Folgenden einige Addierer kennen
lernen, die sich bezüglich Kosten und Tiefe zum Teil
erheblich unterscheiden. 

Zuerst die formale Definition eines Addierers. Ein n-Bit
Addierer realisiert eine n-stellige Addition zweier Binärzahlen
mit Eingangsübertrag. 
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Insbesondere gibt es je Stelle nur ein Übertragsbit, welches
sich gerade auf die nachfolgende Stelle auswirkt (d.h. eins im
Sinn hat seinen Sinn). 
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Wir wollen im Folgenden auf formale Beweise der
Korrektheit der Addierer verzichten. Der Leser sei jedoch
gewarnt, man muss diese Beweise führen. 
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Ripple Carry Addierer (RCA) 

Der erste Addierer arbeitet nach der Schulmethode. 
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Von rechts nach links werden die entsprechenden Bits und der
Übertrag der vorhergehenden Stellen addiert. (Das Bild
verdeutlicht auch, weshalb der Addierer Ripple Carry
Addierer heißt: ripples sind kleine regelmäßige Wellen, auf
deutsch müsste man Kräuseladdierer sagen.) Der Ripple Carry
Addierer wird auch häufig Carry Chain Addierer genannt. Den
Eingangsübertrag der gesamten Schaltung belegt man mit 0.
Ist das oberste Bit der Summe gleich 1, so ist die Summe nicht
mehr als n-Bit Zahl darstellbar. 

Wir können den RCA auch mit folgender Konstruktion
rekursiv realisieren: 
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Ohne jetzt explizit die Formel der linearen Rekursion
anzuwenden, erkennen wir, dass die Kosten und die Tiefe
eines n-Bit RCAs sich zu folgenden Werten berechnen: �
	��
������� � ���� 	��
��� � � � ���
Lassen wir wieder nur Zweierpotenzen für die Länge der
Eingabezahlen zu, so können wir einen wesentlich schneller
addierenden Schaltkreis entwerfen. 
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Conditional Sum Addierer (CSA) 

Sei n im Folgenden eine Zweierpotenz. 
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Die Kosten des CSA berechnen sich gemäß der Formel ����� �"!$#&% ' �
��($!)%*' +�
��� �"!�,-% ' .0/-����� �"! ,21�3 %54 �
��6 798 ,21�3�: # %' .0/-����� �"! ,21�3 %54 .;�=<?>A@B4 CD%E4 C' .0/-����� �"! ,21�3 %54 .@ <F4 G
Was zu den folgenden Parametern für die Kosten und die
Tiefe führt: H IJ K LM N NO P KQER=SUT VWXSZY [ K
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Damit erhalten wir (unter Verwendung der geometrischen
Reihe und einiger Potenzrechenregeln): \
]�\ ^"_�`-a b cedgf�h�i `�j�kml dgf�h i `onqprsutwv c s jyx{z}|~ s��b ��d�f�h `�j-�Xl d�f�h `yn�prs�twv � s j��� � � j�|� s l ����b � d�f�h ` j-�Xl d�f�h `yn�prs�twv � s j � � j�|� s l dgf�h `onqprsutwv � s jy�b ��d�f�h `�j-�Xl �� | j dgf�h `onqprsut�v �� � � �� s l ��j d�f�h `onqprsut�v � sb ��d�f�h `�j-�Xl �� | j?������ d�f�h `9� ��� � � l �)j � dgf�h ` � �� � �b ��d�f�h `�j-�Xl � | j ��� � dgf�h `� dgf�h ` � � ���� l � j ��dgf�h ` � �b ��j ��dgf�h `Xl � j ��d�f�h ` � � | l � j ��dgf�h ` � �b ��� j ��d�f�h ` � � | � �b ��� | d�f�h � � � | � �

����  ¡"¢�£-¤ ¥ ¦e§g¨�©�ª £�«�¬m­ §g¨�© ª £o®q¯°±u²w³ ¦ ± «y´{µ}¶· ±�¸¥ ¹�§�¨�© £�«�º»­ §�¨�© £y®�¯°±�²w³ ¹ ± «�º¥ º¼­ º?½¿¾�À ¶
Er ist also um einiges teurer aber wesentlich schneller als der
RCA. Wir können den CSA jedoch noch erheblich verbessern,
wie der folgende Abschnitt erläutert. 
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Two Sum Addierer (TSA) 

Wir haben beim CSA gesehen, dass es sich ausgezahlt hat,
beide Möglichkeiten - also ein Übertrag von rechts bzw. kein
Übertrag von rechts - vorzuberechnen. 

Bauen wir mit dieser Methode gleich einen ganzen Addierer,
der generell stets beide Summen berechnet. Dies scheint ein
Mehraufwand zu bedeuten, wir werden aber sehen, dass der
Addierer nicht zu teuer, aber sehr schnell ist. 

Beginnen wir wieder mit einer 1-Bit Version: ÁÃÂÅÄqÆyÇÉÈËÊÍÌÏÎÏÐ}ÈÅÑ¿Ò�ÎFÓÕÔ"Ö�×�ØÏÙ}ÚÏÛyÜ�Ý-Þ»ßEà Ù-ÚÏÛoÜoÝ�áãâ�ÑÉÈÓ0Ô"Ö{äæåÏçyÛéèéçëêíì ä�îyçïÛéî}ð�ÛëñËçïÛÅñòðóê
ô Ò�õ÷ö�Ñùø�Ñ�ÇÉÈ

ú åeç�ûýü ú èéç�ûýü Ú ì ú î-ð&îyçéûú å ç ûýü ú è ç ûýü Ü ì ú ñ ð ñ ç û
Wertetabelle þÏÿ �éÿ ��� � ÿ � � � ÿ� � � � � �� � � � � �� � � � � �� � � � � �
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Und wir sehen sofort ��� 	 
���
��� � 	 
 ��� 
 ��� 	 
 � 
 ��� 
 � 
 ���� � 	 
�� � 
��� � 	 � �
TSA’

1>1

a0b0

s0s1t 0t 1

1=&

b0

s0s1t 0t 1

a0

c ct s

Die Kosten betragen also 4 und die Tiefe beträgt 2. Nun
konstruieren wir rekursiv einen n-stelligen TSA’. Nehmen wir
an, wir hätten zwei n/2 TSA’, die die beiden Summen für die
obere und die untere Hälfte der Eingabezahlen berechnen. Die
untere Hälfte der Ausgabe wird nur durch den unteren TSA’
bestimmt. Die obere Hälfte der Ausgabe wählen wir
entsprechend des entstehenden Übertrags an der unteren
Hälfte aus. 
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Bestimmen wir wieder wie schon gewohnt die Kosten und die
Tiefe der TSA’ Addierer mithilfe der Rekursionsformeln. Die
Konstruktion liefert folgende Formel für die Kosten: �������! #"$&% ' �(���)�! #"*%+' ,���-�)�! #"./% ' 0#12���-�)�! #".4365�%87 0912�(�;: <9= .>3656? $ %' 0#12���-�)�! #".4365 %87 091@�BA91@�-CEDF0G7 H>%87 H>%' 0#12���-�)�! #".4365�%87 AICJ7 K
Die Parameter für die Rekursionsformeln sind also (bis auf die
Konstante c ergeben sich die gleichen Parameter für die Tiefe
wie oben beim CSA): LM NO NP QR8S�T�U V/TJW X
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Und damit Y(Z�[)\!]#^_�` a bdcfe6gih _#jIk!l cfe6g h _nmpoqr*sut b r j�vxw�yz r|{a }�c~e6g _#j���l cfe�g _�m�oqr*sut } r j�w&�9j�y} r l � {a � y l � y����/��y l � y�� �a � y����I��y l � } y�� �
[�Z�[�\!]#^_ ` a � ���/��y l }

Da wir am Ende noch mithilfe des Eingangsübertrags die
eigentlich gewollte Summe selektieren müssen, ergibt sich der
gewünschte Addierer TSA aus einem TSA’ durch Anbauen
eines weiteren Multiplexers. 
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Und wir erhalten für die Kosten und die Tiefe letztendlich: 
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Block Carry Addierer (BCA) 

Wir wollen einen weiteren recht billigen Addierer kennen
lernen, der nicht ganz so schnell wie obige CSA bzw. RCA ist,
allerdings wesentlich billiger. Er arbeitet ebenfalls nach dem
Zwei-Summen-Prinzip und nutzt den Trick, die zu
addierenden Zahlen so in Blöcke einzuteilen, dass die
Berechnung des Übertrags der vorhergehenden Blöcke gerade
ungefähr so lange dauert wie die Berechnung der Summe des
aktuellen Blocks. Man betrachte den folgenden Ausschnitt aus
einem Schaltkreis. 
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Das Selektsignal $c_i$ für den Block $i+1$ berechnet sich als µ·¶¹¸ º�¶d» ¼½¶¾µ·¶À¿pÁ
Â ÃnÄiÅÇÆxÈ ÉÊÅ�Ë¹ÌÎÍGÏ�Ä�Æ�ÐÅ�Ñ½ÑÓÒ·Ë Ô�ÐÅÇÄÖÕ+×�ØÚÙÜÛ�Ý » Þàß Ï�Ò§áÚÅ�Æ�ÆâÒÆÖÏäã ÐåÊæ�ÒçÄ�ãÓÄÜÃ�è ¼ Ã�Å�ÑiÍéÐÃ�ê@×�Ò�Ë8ÌëÔìÃ�×*×*Ñ�æíÒ�Ä&Ò�ÏäãîÑ ß ÒçÄÖÕ+×�ØÚÙÜÛ�Ý�Ã�ÅdÔï Ò ß Ò�Ë ðÇÃ�×*×GÒ�Ï*Ë�Ò�Ë ÐåÊæíÒ�Ä�ãÜÄÓÃ�è è2Ò·ËÇÒ�Ä&Ï�Ò�Ä�ã�Ì ß¹ñ ê ñ�º ¶ ¸ Þ Ì�ònóÇô°õÍGÏ�Ä�Æ�ÐÅ�Ñ½ÑÓÒ·Ë Ô�ÐÅ�ÄÖÕ�×�ØÚÙÜÛ�Ý » Þâß Ï�Ò(áöÅÇÆ�Æ�ÒxÆÖÏäã ÐåÊæíÒ�Ä�ãÜÄÓÃ�è ¼
Ã�Å�ÑiÍ�ÐÃ�ê�×�Ò�Ë¹Ì�ÔìÃ�×*×*Ñ ß ÒçÄ÷Õ+×�ØÚÙÓÛ�ÝøÒ·Ï*ËÇÒ�Ë ÐåÊæíÒ�Ä�ãÜÄÓÃ�èúùÇÄ&Ø/ùpÃ�èIÏ�ÒçÄ�ãûÌßüñ ê ñ¹¼ ¶ ¸ Þ Å�Ë ß Ò�Ñ)ÍýÏ�Ä ß Ò·Ï*Ë ÐåÊæ�ÒçÄ�ãÓÄÓÃnèúþFØIÆ Õ+×�ØÚÙÜÛ Ý ÿ Þ
è�Ò�×*Ï�Ò�Ô�ÒçÄ�ãûÌ ß¹ñ ê ñÇµ·¶ ¿�Á!¸ ÞIñ
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Wählen wir die Blockgröße so, dass deren Länge stets um 1
wächst, so erhalten wir folgende Einteilung der Zahlen. Die
Tabelle gibt die Blockgröße, die gleich der Blocknummer ist,
und die maximale Länge $n$ der Zahl an. 

Blockeinteilung
Zahl

��������
	�� � 
 � � � � � � � ��� ���
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Wir wollen den BCA geschickt aufbauen, so dass die Tiefe in
einem Block i, die den Selekteingang der Stufe i+1 bestimmt,
gerade ungefähr gleich der Tiefe des dortigen TSA’’ ist. Es
soll also gelten 
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Nun gilt für die Tiefe dieses Selekteingangs 
­r®�¯&°²± ³ ´�µ ¶B·�¸N®¹­r®£­¥º§»]¼©¼° ±&½¾­r®�¯&°À¿�Á?±:±

³ ´�µ ­r®¹­$ºÂ»]¼Ã¼° ±

d.h. wenn wir als spezielle Two Sum Addierer TSA’’ gerade
einfache RCAs - einen für jede zu berechnende Summe -
nehmen, haben wir die Bedingung erfüllt und es gilt: 

ÄrÅ�Æ&Ç�È É ÄsÅ¹Ä¥Ê§Ë]ÌÃÌÇ ÈmÍ Î
É ÄsÅ�ÏÑÐÒË Ç ÈÓÍ Î
É Ô�ÕmÍ Î
Ö Ô×Å¹ÕNÍ Ø�È
É ÄsÅ�ÏÑÐÒË]ÇyÙ¬Ú:È
É ÄsÅ¹Ä¥Ê§Ë]ÌÃÌÇ(Ù{Ú È

a

RCA i RCA i

01

c c

TSA’’i

i i

ii

t s

b

Damit ist aber die Tiefe eines BCA durch die Tiefe seines
größten Blocks und des nachfolgenden Multiplexers bestimmt
und wir erhalten: 
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Berechnen wir die Kosten. 

Wir benötigen für jeden Block zwei RCA, einen Multiplexer,
der die korrekte Summe auswählt und - außer für den letzten
Block - die beiden Gatter für die Übertragsweitergabe. Es
ergibt sich also 

ð�ñ�òßðÒó]ô�õ ö ÷øùyú{û ñ�ü]ýdð�ñéþ�ðÒó ù õmÿ ðPñ�� ��� ù õ:õÓÿ ü ýDñ���� 	�õ
ö ÷øùyú{û ñ�ü]ý�
ìý
�mÿ �$ý��mÿ 	�õmÿ ü]ý1ñ���� 	3õ
ö ÷øùyú{û ñ�	����Nÿ 	�õmÿ üìý�ñ���� 	�õ
ö 	����BýDñ���ÿ 	3õ��,üGÿ ��ÿ üìýDñ���� 	�õ
ö ����
 ýDñ�	������ ÿ 	� ���õ!� ü

Mit obiger Abschätzung für k ergibt sich also abschließend 

"$#�%&"('*)�+ , -�.�/10 2�3�4*57698 :;/=<?> :
@ #�%&"(' ) + , .A5B#
6 8 :�/C<D0 -E+
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Carry Lookahead Addierer (CLA) 

Der CLA ist theoretisch und auch in vielen Fällen praktisch
der beste Addierer, insbesondere, wenn große Zahlen addiert
werden sollen und Verdrahtung nicht dominierend wirkt. 

Die Idee dieses Addierers besteht darin, parallel für alle
Stellen des Addierers gleichzeitig zu berechnen, ob eine Stelle
einen Übertrag generiert oder propagiert. Dies haben wir
bereits beim BCA kennen gelernt. Man beobachtet nun, dass
die Berechnung der beiden Signale carry-generate und
carry-propagate für jede Stelle als assoziative Verknüpfung
aufgefasst werden kann. Mithilfe eines parallel-prefix
Schaltkreises können dann alle diese Signale mit Kosten linear
in Anzahl der Stellen und Tiefe logarithmisch in Anzahl der
Stellen berechnet werden. 

Wir möchten an dieser Stelle jedoch nicht genau auf diesen
wichtigen Addierer und das dahinterstehende Konzept
eingehen, sondern lediglich Kosten und Tiefe mit angeben. 
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Zusammenfassung der Addierer 

Folgende Tabelle fasst die Kosten und die Tiefe der
verschiedenen Addierer einer Breite n zusammen: 

FHG�IKJ LDM�NPO QSR�T�UVJXW Y[Z\J^]_J
`ba Zdc�cBe\J*fgG a�a9h=i jlk(m n�o p�o
` f�R�W�qBZ�U�Z\R�WrG
e=T�s�I i kutvm w x�y�o{z}|�~9��~v� p�o�� � p e\R�� o1� p
` U��[R�T�s�I i �Atvm p�o e\R�� o�� xgn�o�� � p e\R�� o1� n
` M�e\R�fVN�fgG a�a9h=i �&k(m w x�p�o1� ����n�� ��o�� � w p�� ��o1� p
` fgG a�a9h e\R�R�N&G���JgG�q i ku��m ��o1� p � e\R�� o1� �

Damit ergibt sich für 32-Bit Addierer: 

�D���B�\�X����� �S�����V�^  ¡[�\�^¢_�
£l¤(¥ ¦�§�¨ ©�§
¤Kª«¥ ¬�­;®�¬ ¦�¯
° ªv¥ ©²±;§ ¬;¨
³�¤�¥ ®²©�¨ ¬�´
¤Kµ�¥ ¬;©�¦ ¬�¬

Man beachte, dass diese Formeln so nur für das angegebene
Kostenmaß (nämlich pro verwendetem Gatter 1) gelten. 
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Die verschiedenen Konzepte der Addierer können je nach
Anforderungen der zu realisierenden Schaltung auch
kombiniert angewendet werden. So kann man sich z.B.
vorstellen aus 4-Bit Addierern, die schon als sogenannte
Macros auf einem Chip vom Hersteller vorliegen, einen 32-Bit
CSA zusammenzubauen, der dabei jedoch nur 15 der Macros
verwendet und den Rest nach dem Zwei-Summen-Prinzip
über Multiplexer verdrahtet. 
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Subtrahierer 

Als erstes sei bemerkt: wir können einen Subtrahierer mit der
gleichen Methodik wie einen Addierer aufbauen: Realisierung
eines Halbsubtrahierers, Realisierung eines Vollsubtrahierers,
der den borrow (den, den man im Sinn hat) berücksichtigt;
und dann z.B. Realisierung eines Ripple Borrow
Subtrahieriers, der genau nach der Schulmethode arbeitet. 

Versuchen Sie dies zu tun! Beachten Sie, dass wir noch keine
besondere Kennzeichnung der negativen Zahlen festgelegt
haben. Bis jetzt argumentierten wir einfach mit Betrag und
Vorzeichen! 

Wir könnten also Zahlen in Darstellung mit Betrag und
Vorzeichen addieren bzw.\ subtrahieren, was aber zwei
Einheiten und eine spezielle Auswahlschaltung erforderlich
machen würde. 

Es gibt aber auch eine geschicktere Methode unter
Verwendung der Darstellung im Zweierkomplement. 
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¶�·X¸\·X¹�º�»�¹�¼(½!¾À¿[·^¸BÁ=Â�ÃBÄ\·X¹?¸\Å ÆÇ·�È�·X¸\ÉVÃ�Ê�ËÍÌ
Î�ÏrÐXÑ
Ò�Ò
Ò�ÑXÌ
Î
ÏÓÐ�Ë
Ô�Õ�Ö ¼=×ØÃC×�Ù�¸\·HÙ�¸d¹�¼Ú¸\Å ÁÛ¿[·^¸\·�È�Ü�ÝÞÅußBÄ\·�ÅK·X¹²àáÂ
ÄdÙ*âØº�ãr»B¹�¼�âä½åãÓÅu¸�à
æ ÆÇ¸�à�Ùç¼ÛÂ�È�Ù�àV·^ÄdÄdèrÂ�È�×
é ¸\ÈH¿H¸dÙ�Ù�·X¹ Ö ¼�Â�Ù�Ùëê�¸dÄ�à
ìDº1Ë ½uí ºïî ð�ËÍ½Eñç»B¹�¼óò�Ý�¹ôÝ�èP·^¹Cì
Ë�âä½åãõí â ½öã�î Ô × é ¸\È÷ÜùøÝ�¹�¹�·^¹�Â
ÄdÙVÝ(¼B¸\·*¶�»BèúàVÈVÂ;Ü²à�¸\Ý�¹ûÂ
»BüC·X¸d¹�·
ý ¼B¼B¸�à�¸\Ý�¹û¾�»�È;ø»�ÉöÜþüåø»BÃ�È�·X¹ÿì

âØº�ãÓË âä½åã�í âØº�ãBî ð�Ë�âä½åã ñ
í âØº�ãBî ð�â ½öãBî Ô ñ
í âØº�ãBî â ½Vã�î Ô

Mit anderen Worten, um zu subtrahieren, invertieren wir b
bitweise, addieren a wie gewohnt und setzen dabei den
Eingangsübertrag auf 1. Nun sehen wir auch ein, weshalb wir
diesen Eingangsübertrag bei obigen Addierern stets
berücksichtigt haben. 
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Ersetzen wir die NOT-Gatter durch XOR-Gatter, so erhalten
wir einen Schaltkreis, der im Zweierkomplement sowohl
addieren als auch subtrahieren kann. 
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Weitere kurz angesprochene Themen waren: 

Ringzähler unter Ausnutzung der Modulo-Darstellung 
Integration des Zero-Testers in die Addierschaltung

CVS: $Id$ 

© Arno Formella, November 1998,

formella@cs.uni-sb.de

http://www-wjp.cs.uni-sb.de/~formella/izfp.html
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